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前 言 


本 书 是 依据 编者 多 年 的 教学 改革 经 验 及 参照 2011 年 颁布 的 《高 等 学 校 土木 工程 本 科 
指导 性 专业 规范 》 编 写 的 。 
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系统 的 分 析 。 在 每 章 的 导入 案例 中 引入 了 工程 实例 ， 在 课程 内 容 中 讨论 了 部 分 工程 实例 中 
力学 原理 的 应 用 ， 配 置 了 结合 注册 结构 工程 师 考试 的 数量 较 多 、 题 型 较 丰 富 的 课 后 习题 ， 
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学 院 王 树 范 讲 师 、 长 春 工 程 学 院 刘 丽 华 教授 担任 副 主编 。 本 书 具体 编写 分 工 是 : 第 1 章 、 
第 10 章 、 第 13 音 由 常 伏 德 编写 ; 第 2 竟 、 第 3 章 、 第 4 章 、 第 8 章 、 第 11 章 由 王 晓 天 编 
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DY sgn 


曾 被 称 为 “ 八 分 之 一 engineer” 的 土木 工程 师 


19 世纪 中 叶 ， 由 于 工业 的 发 展 ， 人 们 开始 设计 、 建 造 各 种 金属 桥架 结构 的 铁路 桥梁 等 大 型 的 工程 结 
构 。 对 于 这 些 结构 的 设计 ， 首 先 要 对 各 个 杆 件 之 间 的 联系 进行 简化 ， 抽 象 出 来 一 个 可 以 计算 的 图 形 ， 再 进 
行 体系 的 组 成 分 析 、 静 定 结构 和 超 静 定 结构 的 内 力 分 析 和 计算 。 而 那个 时 期 的 工程 师 对 单个 构件 的 受 力 性 
能 (如 简 支 梁 等 ) 比 较 熟悉 ， 而 对 结构 物 受 力 性 能 的 认识 还 处 在 一 个 模糊 、 探 索 的 阶段 ， 对 于 如 图 1.1 和 
图 1.2 所 示 的 结构 ， 还 没有 科学 的 计算 简 图 及 计算 方法 ， 还 主要 依靠 材料 力学 的 计算 公式 和 简陋 的 试验 来 
完成 设计 。19 世纪 末 20 世纪 初 ， 钢 筋 混 凝 土 结构 大 量 应 用 在 土木 工程 中 ,许多 土木 工程 师 在 对 图 1.1 中 所 
示 连 续 梁 的 跨 中 弯 和 矩 进行 计算 时 ， 还 采用 了 为 他 们 所 熟知 的 简 支 梁 在 均 布 力作 用 下 ， 跨 中 弯 矩 为 1/89A 的 
结果 。 由 于 实际 结构 的 足 中 这 矩 小 于 该 值 ， 按 其 数值 进行 配 筋 是 偏 于 安全 的 。 他 们 对 于 支 座 处 的 负 弯 矩 也 
采取 了 类 似 的 偏 于 安全 的 算法 ， 当 年 建造 的 一 些 房 屋 有 些 至 今 还 在 使 用 着 。 所 以 ， 那 个 时 代 的 一 些 其 他 行 
业 的 工程 师 曾 称呼 土木 工程 师 为 “ 八 分 之 一 engineer"。 显 然 ， 这 些 结构 耗费 了 大 量 的 材料 ， 是 不 经 济 的 设 
计 。 并 且 ， 一 些 复 杂 的 结构 形式 仅 用 这 种 简单 的 计算 方式 进行 计算 可 能 会 得 出 偏 于 不 安全 的 结果 。 

在 长 达 100 多 年 的 时 间 里 。 科 学 家 们 经 过 不 懈 的 努力 ， 陆 续 建 立 起 了 结构 力学 的 体系 。 到 了 20 世纪 
二 三 十 年 代 ， 科学 家 们 还 陆续 创建 了 一 些 对 超 静 定 结构 进行 计算 的 简易 方法 ， 使 得 普通 工程 师 在 进行 结 
构 设计 时 ,也 能 很 容易 地 计算 出 复杂 结构 的 内 力 。 
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图 1 2 
本 章 将 介绍 结构 的 分 类 、 计 算 简 图 的 选取 结构 力学 的 发 展 和 对 结构 力学 的 学 习 方法 等 内 容 





| 下 十 结构 力学 的 研究 对 象 和 任务 


1. 结构 及 结构 的 分 类 

结构 是 指 工程 中 能 承受 各 种 荷载 与 作用 ， 起 骨架 作用 的 体系 。 例如， 在 房屋 中 的 由 梁 
和 楼 板 组 成 的 梁 板结 构 体 系 、 由 梁 与 柱 组 成 的 框架 ( 刚 架 ) 结 构 体 系 (图 1. 1) 以 及 由 屋 架 与 
牛 腿 柱 组 成 的 排 架 结构 体系 ， 在 铁路 和 公路 上 的 桥架 桥 ( 图 1.2)、 拱 桥 ( 图 1. 3)、 悬 索 桥 
(图 1. 4 等 ,这些 结构 都 是 由 梁 、 墙 、 板 、 柱 等 构件 通过 结 点 (相交 点 ) 连 接 而 成 的 。 这 些 
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构件 在 一 定 条 件 下 都 可 称 为 杆 件 。 所谓 杆 件 ， 就 几何 尺寸 而 论 ， 其 特点 是 沿 杆 长 方向 的 尺 
才 要 远大 于 其 他 两 个 方向 的 尺寸 。 由 杆 件 组 成 的 结构 ， 称 为 杆 件 结构 ， 如 上 述 的 粱 、 拱 、 
刚 架 、 术 架 结构 。 由 厚度 比 长 度 和 宽度 小 得 多 的 构件 组 成 的 结构 称 为 板 壳 结构 ( 壁 结构 )， 
如 楼 板 和 壳 体 屋 盖 。 由 长 度 、 宽 度 和 厚度 三 个 方向 的 尺度 相近 的 构件 组 成 的 结构 称 为 实体 
结构 ， 如 水 工 结构 中 的 挡 水 坝 。 

2. 结构 力学 的 研究 对 象 和 任务 

结构 力学 是 在 理论 力学 和 材料 力学 的 基础 之 上 ， 对 结构 的 受 力 进行 分 析 的 重要 课程 。 
理论 力学 着 重 讨论 物体 机 械 运 动 的 基本 规律 ， 材 料 力学 是 以 单个 杆 件 为 研究 对 象 的 ， 而 结 
构 力学 是 以 杆 件 结构 为 研究 对 象 的 。 

为 保障 结构 完成 预定 的 承受 各 种 荷载 与 作用 ， 起 骨架 作用 的 目的 ， 除 了 要 满足 各 个 杆 
件 由 材料 力学 保障 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 外 ， 还 要 保障 结构 的 刚度 和 稳定 性 以 及 在 振动 时 
的 安全 ， 而 这 些 都 首先 要 对 杆 件 结构 的 合理 组 成 形式 进行 研究 、 例 如 ,北京 某 工厂 的 一 幢 
上层 装配 式 钢筋 混凝土 框架 结构 ， 施 工 中 在 完成 框架 梁 、 柱 吊 装 后 ， 于 1985 年 3 月 27 日 
人 夜 在 一 场 大 风 中 整体 倒塌 。 原 因 在 于 结构 吊装 后 , 大 部 分 梁 柱 相交 结 点 未 按 规范 要 求 焊接 
牢 闫 ， 而 只 是 点 焊 ， 致 使 结 点 刚性 严重 不 足 。 这 种 状态 下 组 成 的 结构 是 属于 几何 形状 上 可 
变动 (几何 不 稳定 ) 的 结构 ， 称 为 几何 可 变 体系 :. 显然， 这样 的 体系 即使 在 只 有 风力 作用 下 
也 会 失去 原 有 的 结构 形式 。 因 此 研究 结构 各 杆 件 间 如 何 组 成 方 能 成 为 几何 不 变 体系 ， 是 结 
构 力 学 的 首要 任务 。 























| 让 2 结构 的 计算 简 图 


由 于 实际 结构 的 复杂 性 ， 完 全 按照 实际 结构 进行 受 力 分 析 一 般 是 不 可 能 的 ， 也 是 不 必 
要 的 。 因 此 在 进行 结构 力学 计算 以 前 必须 将 实际 结构 进行 简化 ， 略 去 次 要 的 部 分 ， 表 现 其 
基本 受 力 特征 ， 用 一 个 简单 明了 的 图 形 代替 实际 结构 简 图 这 种 图 形 称 为 结构 的 计算 
简 图 。 

1. 杆 件 连接 的 简化 

结构 中 各 个 杆 件 相互 连接 的 部 分 称 为 结 点 ， 按 其 连接 的 方式 ， 一 般 可 简化 为 铵 结 点 、 
刚 结 点 和 组 合 结 点 。 

(1) 贸 结 点 是 指 相互 连接 的 杆 件 在 连接 处 可 以 绕 匀 的 中 心 转动 但 不 能 相对 移动 的 结 
点 ， 其 特点 是 在 结 点 处 有 两 个 方向 互相 垂直 的 约束 力 ， 但 没有 约束 力矩 。 固 定 匀 支 座 就 是 
一 个 大 地 与 构件 之 间 的 铵 结 点 。 

(2) 刚 结 点 是 指 相互 连接 的 杆 件 在 连接 处 既 不 能 相对 移动 也 不 能 相对 转动 的 结 点 ， 划 
特点 是 在 结 点 处 有 两 个 方向 互相 垂直 的 约束 力 . 还 有 一 个 约束 力矩 。 固 定 端 就 是 一 个 大 地 
与 构件 之 间 的 刚 结 点 。 

(3) 组 合 结 点 是 指 相互 连接 的 杆 件 在 连接 处 既 有 刚 结 点 又 有 铵 结 点 的 结 点 ， 其 特点 是 
对 各 自 连 接 的 杆 件 具有 刚 结 点 和 铵 结 点 的 特征 。 防 止 电 杆 倾斜 的 斜 拉 索 与 电 杆 连接 处 ， 就 


是 一 个 组 合 结 点 。 
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2. 计算 简 图 的 选取 





根据 结构 简 图 抽象 出 计算 简 图 ， 








应 尽 可 能 符合 结构 的 主要 受 力 特征 ， 但 同时 又 应 使 计 








算 简化 ， 这 是 选取 结构 计算 简 图 的 两 条 基本 原则 。 应 用 结构 计算 软件 进行 力学 分 析 时 ， 计 
算 简 图 的 选取 可 以 再 多 考虑 一 些 结构 受 力 的 次 要 部 分 。 





简化 。 


经 





结构 计算 简 图 的 选取 一 般 由 两 部 分 内 容 组 成 : 
图 1.5(a) 所 示 的 木屋 架 结 构 简 图 为 例 说 明 如 下 : 量 
等 距 的 木屋 架 组 成 ， 各 棉 屋 架 的 受 力 情况 基本 相同 ， 因 此 只 取 其 中 一 棉 研 究 即 可 。 以 屋 
架 各 杆 的 轴线 代 蔡 各 杆 件 绘 于 
处 各 杆 件 间 存 在 相互 转动 的 实际 可 能 性 ， 将 所 有 结 点 简化 为 贸 结 点 ， 这 

















一 个 是 结构 的 简化 ， 另 
一 栋 房 屋 由 多 杨 相 互 平行 


一 个 是 荷载 的 











图 1.5(b) 中 ,这 是 结构 简化 的 第 一 步 。 根 据 木 杆 件 交汇 
是 结构 简化 的 第 


二 步 。 最 后 考虑 屋 架 与 墙 的 实际 支承 方式 并 有 利于 简化 计算 ， 将 支 座 选取 为 左边 是 固定 


铵 支 座 ， 右 边 是 单 链 杆 支 座 ( 即 为 滚 轴 支 座 ) 作 为 第 三 步 。 关 于 荷载 问题 ， 就 














实际 传递 而 





言 ， 屋 架 应 受到 由 栋 条 传 过 来 的 屋面 荷载 ， 但 由 于 模 条 并 不 一 定位 于 屋 架 的 结 点 处 


[图 1.5(a)]， 因 此 将 形成 非 结 点 荷载 ， 这 会 使 计算 复杂 





为 此 可 将 樟 条 传递 过 来 的 非 结 点 


荷载 分 解 到 结 点 上 形成 如 图 1. 5 (b) 所 示 的 结 点 荷载 ,这 个 过 程 可 以 说 是 荷载 简化 。 实 际 
上 屋 架 各 结 点 上 的 集中 荷载 值 可 按 各 结 点 所 占 屋 架 平 面 位 置 的 大 小 平均 分 配 ， 这 样 就 形成 





如 图 1. 5Cb) 所 示 的 屋 架 计 算 简 图 ， 


点 的 杆 件 结构 。 


该 图 为 平面 栓 架 ， 所 谓 柚 架 ， 是 指 所 有 结 点 均 为 铵 结 











.6 所 示 为 一 幢 7 























(一 般 属 偏心 受 压 )， 
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图 ene art 

E 杆 件 ， 梁 柱 相 交 处 应 视 为 相互 不 能 发 生 转 动 的 刚性 结 点 ， 支 座 均 视 为 固定 端 。 梁 上 承受 
楼 板 或 次 梁 传递 过 来 的 竖 向 荷载 ， 框 架 边 柱 承 受 

i 点 为 主 的 结构 通常 又 称 为 刚 架 结 构 

图 .7 所 示 为 一 单 层 单 路 厂房 的 算 简 图 。 
示 屋 架 ， 屋 架 与 柱 的 结合 点 近似 地 看 作 铵 接 。 
水 平 荷 载 除 风 或 地 震 作 用 外 还 要 考虑 吊车 的 条 车 力 。 


图 1. 8 为 工程 中 的 施工 大 模板 结构 简 图 。 它 主要 由 面板 、 水 平 加 劲 肋 、 
架 等 组 成 。 两 个 面板 在 灌注 混凝土 时 将 要 受到 很 大 的 与 板 面 垂直 的 荷载 作 
工 质量 和 节约 钢材 ， 必 须 对 面板 、 水 平 加 劲 肋 等 进行 强度 与 刚度 验算 ， 特 别 是 刚度 验算 将 
。 图 1. 9(a) 为 单 向 面板 大 模板 构造 图 ( 结 
， 称 为 多 路 连续 当 ， 它 是 沿 水 平方 向 取 lm 宽 面 板 所 构成 的 ， 


图 1.5 





图 中 横竖 线 分 别 代表 各 层 梁 











re 

















图 中 竖 线 代表 厂房 中 的 变 截面 柱 ， 横 线 表 
坚 向 荷载 除 屋面 传 来 的 以 外 还 有 吊车 压力 
这 种 结构 称 为 排 





竖 楞 与 支撑 检 
， 为 了 保证 施 


























图 1. 9(b) 为 面板 的 计算 简 
水 平 肋 起 到 支 座 作 用 ; 


填 构 简 图 ); 
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图 1. 9(c) 为 面板 与 水 了 


加 劲 肋 共 同 工 作 的 计算 简 图 ， 称 为 带 伸 出 端的 两 跨 连续 梁 ， 坚 楞 起 





到 支 座 作 用 。 








图 1.8 


1] 一 面板 ，2 一 水 平 加 劲 肋 ，3 一 竖 楞 ;4 一 支撑 机 架 
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(a) (b) 








(0 
图 1.9 
] 一 面板 ;2 一 水 平 肋 ;3 一 竖 枚 
3, 计算 简 图 的 分 类 
建筑 结构 与 施工 过 程 中 常 遇 到 的 结构 计算 简 图 ， 按 其 结构 的 几何 特征 与 构件 连接 方式 
的 不 同 ， 可 以 分 类 如 下 。 
1) 梁 式 结构 
图 1. 10 所 示 为 一 般 常见 梁 的 计算 简 图 。 图 1.10(a) 称 为 简 支 梁 (支承 最 为 简单 ); 
图 1.10(b) 称 为 外 伸 梁 ; 图 1. 10(c) 称 为 悬臂 梁 ; 图 1.10(d)、(e) 称 为 多 跨 静 定 梁 ; 
图 1.10()、(g) 称 为 连续 梁 。 除 最 后 两 种 梁 为 超 静 定 梁 外 ,前 面 均 为 静 定 梁 。 
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(9) (b) (9 
(yd) (©) 
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图 1.10 
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2) 拱 式 结构 
图 1. 11 为 常见 的 三 种 拱 式 结构 。 图 1. 11(a) 称 为 三 铵 拱 (由 三 个 匀 组 成 ); 图 1. 11(b) 
称 为 两 铵 拱 ， 图 1. 11(c) 称 为 无 铵 拱 。 除 三 铵 拱 为 静 定 结构 外 ， 后 两 种 拱 为 超 静 定 拱 。 


(a) (b) (c) 


到 型 


3) 术 架 

图 1. 12 给 出 了 工程 结构 中 最 常 采 用 的 检 架 类 型 。 图 1. 12(a) 为 平行 弦 析 架 ; 图 1. 12(b) 
为 三 角形 棉 架 ;图 1. 12(c) 为 折 汞 形 柏 架 ;图 1. 12(d) 为 联合 梅 架 3 图 1. 12(e) 为 抛物 线形 
桥架 ; 图 1. 12(f) 为 三 铵 拱 式 机 架 。 此 处 所 给 柱 架 均 为 静 定 柏 架 : 


由 ss 
ao Sy 


图 1.12 





4) 刚 架 

在 图 1. 13 所 示 刚 架 中 ， 图 1. 13(a) 为 悬臂 式 刚 架 ; 图 1.13(b) 为 简 支 刚 架 ; 图 1. 13(c) 
为 三 贸 刚 架 ; 图 1. 13(d) 为 单 层 多 跨 刚 架 ; 图 1. 13(e) 为 多 层 多 跨 刚 架 。 前 三 种 刚 架 为 静 
定 刚 架 ， 后 两 种 刚 架 为 超 静 定 刚 架 。 


(a) (b) (©) 


(a) (©) 
图 1.13 





San 





5) 排 架 
图 1. 14 为 单 层 工业 厂 Pie 图 1.14(a) 为 等 高 多 跨 排 架 ; 图 1. 14(b) 
为 不 等 高 多 跨 排 架 。 两 者 均 为 超 静 定 结 


1.14 
6) 组 合 结构 
组 合 结构 是 一 种 梁 与 顶 架 、 柱 与 枯 架 或 刚 架 与 析 架 组 合 在 一 起 的 结构 ， 如 图 1. 15 所 
示 。 图 1. 15(a) 为 静 定 结构 ;图 1. 15(b) 为 超 静 定 结构 。 


mR | 





(a) 
图 1.15 
4. 荷载 的 分 类 
对 结构 进行 简化 时 ， 还 需要 明确 作用 在 结构 上 的 荷载 类 型 。 
(1) 荷载 按 其 作用 时 间 的 长 短 可 分 为 恒 载 和 活 载 。 


人 恒 载 是 指 长 期 作用 在 结构 上 的 荷载 ， 如 结构 的 自重 及 设备 自重 等 ， 其 特点 是 荷载 
的 大 小 、 方 向 、 作 用 位 置 不 随时 间 变 化 。 


@ 活 载 是 指 短 时 间 内 作用 在 结构 上 的 荷载 ， 如 楼 板 上 的 人 和 群 、 屋 面 上 的 雪 等 重力 
(2) 荷载 按 其 作用 的 范围 可 分 为 集 






































荷载 和 分 布 荷载 。 
@ 集中 荷载 是 指 作用 范围 相对 于 总 杆 件 尺寸 较 小 的 荷载 ， 如 次 梁 对 主 梁 的 作用 。 
@ 分 布 荷载 是 指 作用 在 一 块 面积 或 一 段 长 度 范围 上 的 荷载 ， 如 水 压力 等 。 
(3) 荷载 按 其 作 月 








日 的 性 质 可 分 为 静 荷 载 和 动 荷载 。 

@ 静 荷 载 是 指 大 小 、 方 向 和 位 置 不 随时 间 变 化 或 其 变化 对 结构 产生 惯性 力 影响 可 略 
去 的 荷载 ， 如 结构 的 自重 、 楼 板 上 人 和 群 重力 等 。 
加 动 荷载 是 指 大 小 、 方 向 和 位 置 随时 间 变 化 且 其 变化 对 结构 产生 惯性 力 影响 不 可 略 
去 的 荷载 ， 如 地 震 作用 等 。 



































(4) 荷载 按 其 作用 位 置 的 变化 可 分 为 固定 荷载 和 移动 荷载 。 
@ 固定 荷载 是 指 作用 位 置 不 变 的 荷载 ， 如 结构 自重 等 。 


@ 移动 荷载 是 指 在 结构 上 按 一 定 尺 度 移动 的 荷载 ， 如 吊车 和 汽车 的 轮 压 。 
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| 1. 3 结构 力学 发 展 简 史 


人 类 在 古代 就 开始 制造 各 种 器 物 ， 如 马 箭 、 农 具 、 房 屋 等 ， 这 些 都 是 简单 的 结构 。 近 
两 千年 前 的 东汉 时 期 ， 文 学 家 王 延 寿 在 《和 鲁 灵光 殿 赋 》 中 描述 灵光 殿 “ 于 是 详 察 其 栋 宇 ， 
观 其 结构 ”首次 出 现 了 “结构 ”一 词 。 在 以 钢 、 混 凝 土 为 主要 建筑 材料 之 前 ， 较 长 的 时 期 
里 土木 工程 的 结构 是 以 石 、 木 、 砖 为 建筑 材料 的 。 西 方 各 国 多 以 石料 、 混 凝 土 作 建筑 材 
， 而 东方 各 国 多 以 砖 、 木 为 建筑 材料 。 由 于 木 结 构 不 耐火 ， 也 不 耐 腐蚀 ， 所 以 ， 我 国 留 
存 的 古 建筑 数量 很 少 。 随 着 社会 的 进步 ， 人 们 对 于 结构 设计 的 规律 以 及 结构 的 强度 和 刚度 
逐渐 有 了 认识 ， 并 且 积 累 了 经 验 ， 这 表现 在 古代 建筑 的 辉煌 成 就 中 ， 如 埃及 的 金字 塔 ， 中 
国 的 万 里 长 城 、 赵 州 桥 、 故 宫 等 。 尽 管 这 些 结构 中 隐 含 有 诸多 的 力学 知识 ， 但 那 时 并 没有 
形成 一 门 学 科 。 
结构 力学 是 与 近代 的 理论 力学 、 材 料 力学 同时 发 展 起 来 的 。 所 以 结构 力学 在 发 展 的 初 
期 是 与 理论 力学 和 材料 力学 融合 在 一 起 的 。 到 19 世纪 初 ， 由 于 工业 的 发 展 ， 人 们 开始 设 
计 各 种 大 规模 的 工程 结构 ， 从 19 世纪 30 年 代 起 “由 于 要 建造 通行 火车 的 铁路 桥梁 ， 不仅 
需要 考虑 桥梁 承受 静 载 荷 的 问题 ， 还 必须 芳 虑 承受 动 载荷 的 问题 ， 又 由 于 桥梁 跨度 的 增 
长 ， 出 现 了 金属 检 架 结构 。19 世纪 中 叶 之 后 、 炼 钢 技 术 得 到 普及 ， 于 是 在 结构 上 普遍 采 
钢铁 结构 。1846 年 英国 在 北 威尔士 建成 布 瑞 塔 尼 亚 铁 路 大 桥 ，1873 年 英国 伦敦 建成 跨 
泰晤士 河 的 阿尔 伯 特 吊桥 ， 最 大 跨度 384 英尺 (1 英尺 二 0,3048 米 )。 对 于 这 些 结构 的 设 
计 ， 需 要 进行 较 精确 的 分 析 和 计算 。 因 此 ， 工 程 结构 的 分 析 理 论 和 分 析 方 法 开始 建立 起 
来 。1826 年 ， 法 国 的 纳 维尔 对 于 连续 梁 的 理论 提出 了 求解 静 不 定 结构 问题 的 一 般 方 法 。 
9 世纪 中 叶 出 现 了 许多 结构 力学 的 计算 方法 和 理论 ， 从 1847 年 开始 的 数 十 年 间 ， 学 者 们 
应 用 图 解法 、 解 析 法 等 来 研究 静 定 梅 架 结 构 的 受 力 分 析 ， 这 奠定 了 机 架 理论 的 基础 。1864 
年 ， 英 国 的 麦克 斯 韦 用 作 图 的 方式 求解 杭 架 的 内 力 ， 创 立 单位 载荷 法 和 位 移 互 等 定理 ， 并 
由 单位 载荷 法 求 出 检 架 的 位 移 。 在 1875 年 ， 意大利 工程 师 卡 斯 蒂 利 亚 诺 发 表 关于 单位 荷 
载 法 的 论文 。 力 法 是 19 世纪 末 建 立 起 来 的 ， 工程师 们 终于 找到 了 解 超 静 定 结构 的 方法 ， 
结构 力学 逐渐 发 展 成 为 一 门 独立 的 学 科 。 

基本 理论 建立 后 ， 在 解决 原 有 结构 问题 的 同时 ， 还 不 断 发 展 新 型 结构 及 其 相应 的 理 
论 。19 世纪 末 到 20 世纪 初 ， 学 者 们 对 船舶 结构 进行 了 大 量 的 力学 研究 ， 并 研究 了 可 动 载 
荷 下 的 梁 的 动力 学 理论 以 及 自由 振动 和 受 迫 振动 方面 的 问题 。 

20 世纪 初 ， 航 空 工程 的 发 展 促进 了 对 薄 壁 结构 和 加 劲 板 壳 的 应 力 和 变形 分 析 ， 以 及 
对 稳定 性 问题 的 研究 。 同 时 桥梁 和 建筑 开始 大 量 使 用 钢筋 混凝土 材料 ， 这 就 要 求 科学 家 们 
对 刚 架 结构 进行 系统 的 研究 。1914 年 ,德国 的 本 迪克 森 创立 了 转角 位 移 法 ， 用 以 解决 刚 
架 和 连续 梁 等 问题 。 随 后 ,一 些 科学 家 陆续 创建 了 一 些 对 超 静 定 杆 系 结构 的 简易 计算 方 
法 ， 如 1924 年 维 列 沙 金 在 莫斯科 铁路 运输 学 院 读书 时 提出 的 图 乘法 、1925 年 林 同 炎 提 出 
的 力矩 分 配 法 ， 使 得 普通 的 设计 人 员 都 可 以 很 容易 地 计算 较 复 杂 的 超 静 定 杆 系 结构 。 

到 了 20 世纪 20 年 代 ， 人 们 又 提出 了 蜂窝 夹层 结构 的 设想 。 根 据 结构 的 “极限 状态 ”这 
-概念 ， 科 学 家 得 出 了 弹性 地 基 梁 、 板 及 刚 架 的 设计 计算 新 理论 。 对 承受 各 种 动 载荷 (特别 
是 地 震 作用 ) 的 结构 的 力学 问题 ， 科 学 家 也 在 实验 和 理论 方面 做 了 许多 研究 工作 。 随 着 结构 
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力学 的 发 展 ,疲劳 问题 、 断 裂 问题 和 复合 材料 结构 问题 先后 进入 结构 力学 的 研究 领域 。 

20 世纪 50 年 代 ， 电 子 计算 机 和 有 限 元 法 的 问世 使 得 大 型 结构 的 复杂 计算 成 为 可 能 ， 
计算 力学 作为 力学 的 一 个 独立 的 分 支 学 科 ， 从 而 将 结构 力学 的 研究 和 应 用 水 平 提 到 了 一 个 
新 的 高 度 。 























| 1. 4 结构 力学 的 重要 性 及 学 习 方 法 


学 习 结构 力学 课程 之 前 ， 需 掌握 的 专业 基础 课程 有 理论 力学 和 材料 力学 ， 之 后 ， 将 学 
习 弹性 力学 、 钢 筋 混 凝 土 结构 、 钢 结构 、 建 筑 抗震 等 课程 。 从 课程 的 设置 上 可 以 认识 到 ， 
结构 力学 课程 在 土木 工程 专业 中 占有 重要 地 位 。 

另外 ， 从 “结构 是 建筑 物 和 工程 设施 中 承受 和 传递 荷载 ， 起 到 骨架 作用 ”的 描述 中 可 
以 看 出 ， 结 构 在 所 有 土木 工程 设施 中 都 是 无 处 不 在 的 。 而 主 未 工程 中 的 桥梁 、 道 路 、 建 
筑 、 水 力 等 专业 ， 都 是 直接 构筑 在 结构 力学 之 上 的 。 

力学 是 一 个 完整 的 知识 体系 ， 其 基本 部 分 是 理论 方 学 、 材 料 力学 、 结 构 力学 、 弹 性 力 
学 。 一 般 地 ， 学 习 土木 工程 专业 的 人 习惯 将 理论 力学 = 材料 力学 和 结构 力学 并 称 为 “三 大 
力学 "， 其 中 理论 力学 主要 研究 物体 机 械 运动 的 基本 规律 ， 材 料 力学 和 结构 力学 主要 研究 
构件 及 结构 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 和 动力 反应 等 问题 。 其 中 材料 力学 是 以 单个 杆 件 为 研究 
对 象 的 ， 而 结构 力学 是 以 杆 件 结构 为 主要 研究 对 象 的 。 

结构 力学 的 学 习 主 要 体现 在 对 下 述 四 个 “能 力 ”的 培养 和 提高 上 。 

1. 分 析 能 力 

这 种 能 力 包括 对 实际 结构 进行 分 析 、 简 化 ,确定 其 计算 简 图 : 分析 结构 的 组 成 规律 ， 
确定 其 是 否 为 静 定 结构 或 为 超 静 定 结构 ;结构 内 力 计算 方法 的 选择 。 分 析 能 力 和 下 面 介绍 
的 计算 能 力 是 相辅相成 的 。 

2 计算 能 力 

这 种 能 力 包括 对 各 种 结构 进行 计算 的 能 力 ， 对 计算 结果 进行 定量 校 核 或 定性 判断 的 能 
力 ; 初步 具有 应 用 结构 计算 程序 进行 电 算 的 能 力 。 不 会 计算 ， 也 就 不 会 校 核 ; 不 会 手 算 ， 
则 电 算 也 是 盲目 的 。 对 计算 结果 进行 校 核 和 定性 判断 ， 要 求 能 会 用 另 一 种 计算 方法 来 校 核 
和 用 简略 的 方法 判定 计算 结果 是 否 在 合理 范围 之 内 ， 这 就 要 计算 者 掌握 结构 力学 的 多 种 计 
算 方法 和 近似 算法 ， 并 能 灵活 运用 。 应 用 计算 程序 进行 电 算 的 能 力 在 今后 的 工作 中 十 分 重 
要 一 一 不 会 电 算 就 无 法 计算 大 型 的 工程 结构 问题 ， 也 就 无 法 提高 计算 效率 。 

做 题 练习 是 保证 分 析 能 力 和 计算 能 力 提高 的 重要 环节 。 不 做 一 定数 量 的 习题 ， 很 难 对 
结构 力学 的 基本 概念 和 方法 有 深入 的 理解 ， 也 很 难 培养 良好 的 计算 能 力 。 

做 题 练习 时 要 先 看 书 、 复 习 ， 在 理解 的 基础 上 做 题 ， 通 过 做 题 巩 因 和 加 深 理解 。 

对 习题 要 反复 研究 和 练习 ， 一 道 题 要 尝试 用 多 种 方法 去 求解 ， 这 比 用 一 种 方法 做 多 首 
题 会 更 有 收获 。 

对 于 计算 结果 不 能 只 对 照 答案 ， 而 不 去 判断 。 要 养 成 自行 校 核 的 好 习惯 。 在 实际 工作 
中 ， 计 算 人 员 要 对 自己 算出 来 的 计算 结果 负责 ， 这 是 一 个 优秀 工程 师 所 应 具有 的 基本 修养 。 

做 错 了 的 题目 要 及 时 改正 并 反思 错误 的 原因 ， 这 也 是 一 个 非常 好 的 学 习 机 会 。 
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人 


3， 自 学 能 力 

自学 就 是 根据 已 学 的 知识 ， 主 动 学 习 新 的 知识 。 要 善于 总 结 ， 就 是 要 把 书本 上 的 知识 
点 用 自己 的 话说 出 来 ， 把 繁杂 的 理论 推 证 用 自己 的 思路 整理 出 来 ， 把 各 章节 的 知识 融 贯 成 
整体 。 总之， 要 把 所 学 知识 进行 总 结 和 提高 。 在 结构 力学 的 学 习 中 ,始终 贯穿 着 增 减 约 
东 、 静 力 平衡 、 力 的 分 配 等 研究 方法 ， 掌 握 了 这 些 方法 ， 对 新 间 题 的 分 析 就 会 有 正确 的 
思路 。 

4. 表达 能 力 

作业 是 工程 师 书写 计算 书 的 基础 ， 因 为 计算 书 是 要 和 其 他 技术 人 员 进 行 交流 和 存档 的 
资料 ， 所 以 要 求 其 形式 整洁 、 步 又 分 明 、 思 路 清晰 、 图 形 简明 、 数 据 准确 、 表 达 简 单 和 科 
学 严谨 。 这 是 工程 师 应 具有 的 一 种 认真 负责 的 习惯 和 严谨 的 工作 作风 。 






























































1. 基本 概念 

1) 结构 

构筑 物 中 能 够 承受 荷载 而 起 骨架 作用 的 体系 称 为 结构 。 结 构 的 类 型 可 分 为 以 下 几 种 。 

(1) 按照 几何 特征 区 分 ， 有 杆 件 结构 、 薄 壳 结构 和 实体 结构 。 

(2) 按照 空间 特征 区 分 ,有 平面 结构 和 空间 结构 。 

2) 构件 

组 成 结构 的 各 个 部 件 ;- 构 件 的 类 型 : 杆 件 、 板 和 壳 、 实 体 。 

2. 结构 力学 的 任务 

研究 杆 件 结构 的 合理 组 成 形式 ; 满足 各 个 杆 件 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 的 要 求 ， 保 障 结 
构 的 刚度 和 稳定 性 以 及 结构 在 振动 时 的 安全 。 

3. 结构 的 计算 简 图 

研究 了 铵 结 点 、 刚 结 点 的 简化 ; 对 计算 简 图 的 选取 ; 对 计算 简 图 进行 了 分 类 ， 列 出 了 
常见 的 几 种 结构 计算 简 图 。 

4. 荷载 的 分 类 

荷载 : 结构 上 承受 的 主动 力 . 

荷载 分 类 : 按 荷 载 作用 的 范围 可 分 为 分 布 荷载 和 集中 荷载 ， 按 荷载 作用 时 间 的 长 短 可 
分 为 恒 荷 载 和 活 荷载 ， 按 荷载 作用 的 性 质 可 分 为 静 荷载 和 动 荷载 ， 按 荷载 作用 位 置 的 变化 
可 分 为 固定 荷载 和 移动 荷载 。 

本 章 还 对 结构 力学 发 展 史 及 对 结构 力学 学 习 方法 进行 了 介绍 ， 有 助 于 加 强 学 习 者 的 工 
程 意识 ， 提 高 对 结构 力学 的 学 习 兴 趣 。 


















































关键 术语 





计算 简 图 (computing model) ; 结构 (structure); 匀 (hinge); 贸 结 点 (hinge joint); 刚 
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结 点 (rigid joint); 联系 (connection); 链 杆 (bar); 荷载 (load); 杆 件 结构 (structure of bar 
system); 板 壳 结 构 (plate and shell structure); 实体 结构 (massive structure); 梁 式 结构 
(beam - type structure); 刚 架 (frame); 拱 (arch); 平面 柏 架 (plane truss); 排 架 (bent); 
组 合 结构 (composite structure) 。 


习 题 1 


一 、 思 考题 

1. 结构 力学 研究 的 对 象 是 什么 ? 

2. 阐述 结构 简 图 和 计算 简 图 以 及 它们 与 实际 结构 的 关系 。 

3 益 述 结构 计算 简 图 的 简化 原则 、 简 化 内 容 。 

4. 简 述 常见 的 杆 系 结构 ， 并 绘图 说 明 。 

二 、 填空 题 

1. 结构 按照 几何 特征 分 为 S 和 ; 按照 空间 特征 分 为 
和 

2. 结构 中 常见 的 杆 件 有 和 

3. 恒 荷 载 和 活 荷载 是 按 来 区 分 的 。 

三 、 判 断 题 

1. 板 和 壳 都 是 厚度 很 薄 的 构件 ,> 它们 是 根据 其 为 平面 或 是 曲面 来 区 分 的 。(  ) 

2. 在 任何 情况 下 ， 体 内 任意 两 点 的 距离 保持 不 变 的 物体 叫 刚体 。(  ) 

3. 刚 结 点 的 特点 是 没有 相对 转角 ， 也 没有 绝对 转角 。( ) 

4. 四边 支撑 的 正方 形 楼 板 可 以 简化 为 二 根 杆 件 计算 。( 。 ) 

5. 结构 的 计算 简 图 只 考虑 荷载 的 简化 :< ) 

6. 荷载 是 指 结构 的 自重 。( 。 ) 

7. 结构 力学 研究 的 对 象 仍然 是 弹性 小 变形 体 . (  ) 

四 、 选 择 题 

1. 结构 力学 研究 的 任务 是 (  )。 

A. 结构 中 的 每 一 根 构件 都 应 有 足够 的 强度 

B. 设计 时 要 保证 构件 的 变形 数值 不 超过 它 正 常 工 作 所 容许 的 范围 

C. 构件 和 结构 应 保持 原 有 的 平衡 状态 



























































D. 以 上 三 种 

2. 和 荷载 按 作用 范围 可 分 为 ( 和 5 

A. 静 荷 载 和 动 荷载 B. 恒 荷载 和 活 荷载 
C. 分 布 荷载 和 集中 荷载 D. 以 上 都 是 

3. 作用 在 楼 面 上 的 人 群 的 重力 称 为 ( Da 

A. 恒 荷载 B. 活 荷 载 

C. 静 荷 载 D. 动 荷载 
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第 2 总 


平面 体系 的 几何 组 成 分 析 



































GF) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
掌握 几何 可 变 和 几何 不 变 体 系 的 概念 、 体 系 的 自由 度 
掌握 几何 不 变 体系 的 组 成 规则 
平 条 组 成 
TR 掌握 静 定 结构 与 超 静 定 结构 的 几何 组 成 特征 
熟悉 皮 变 体系 的 概念 
便 缚 刘 技能 要 点 】 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
体系 自由 度 的 计算 熟悉 结构 组 成 的 必要 条 件 、 规 则 的 建立 
几何 组 成 规则 的 应 用 掌握 判定 结构 的 合理 组 厂 和 超 静 定 次 数 
国文 和 来 
被 风 吹 倒 了 的 建筑 


1985 年 3 月 27 日 夜晚 ,北京 某 工 厂 的 一 幢 还 未 完工 的 七 层 装配 式 钢筋 混凝土 框架 结构 在 一 场 大 风 


中 整体 倒塌 。 经 分 析 ， 施 工 中 在 完成 框架 梁 、 柱 吊装 后 ， 
大 部 分 梁 柱 相交 结 点 未 完全 焊接 牢固 而 只 是 点 焊 ， 致 使 
结 点 刚性 严重 不 足 ， 又 没有 架设 临时 支撑 。 当 作用 在 结构 
上 的 外 力 使 得 结 点 焊 口 开裂 ， 这 种 状态 下 组 成 的 体系 就 是 
属于 如 图 2. 1 所 示 的 几何 上 可 变动 的 体系 ， 显 然 即使 是 在 
不 太 大 的 风力 的 作用 下 也 会 失去 结构 的 原 有 形状 。1972 
年 ， 上 海 的 一 由 四 层 升 板结 构 ， 也 是 在 施工 过 程 中 ， 柱 板 
相交 处 仅 用 木 横 临 时 固定 ， 未 能 形成 刚 结 点 ， 且 又 忽视 了 
临时 支撑 的 架设 ,结果 在 大 约 5 级 的 风力 作用 下 整体 倒 
塌 。 在 由 构件 组 装 成 结构 的 过 程 中 ， 构 件 组 成 形式 的 不 合 
理 使 得 整个 结构 完全 失去 承载 能 力 ， 这 是 现场 工程 师 经 党 
面临 的 重要 问题 。 因 此 ， 研 究 结构 在 设计 和 施工 阶段 ， 各 
杆 件 间 如 何 连接 才能 成 为 几何 不 变 体系 ， 是 本 章 学 习 的 主 
要 内 容 。 
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| 2. 1 几何 组 成 分 析 的 几 个 概念 


1. 几何 不 变 体系 和 几何 可 变 体系 


杆 件 结构 一 般 是 由 若 十 杆 件 互相 连接 所 组 成 的 体系 。 当 体系 受到 任意 荷载 作用 时 ， 若 
不 考虑 材料 的 变形 ， 其 几何 形状 和 位 置 均 能 保持 不 变 ， 这样 的 体系 称 为 几何 不 变 体系 ， 如 


图 2.2(a) 所 





相对 运动 世 


示 。 不 考虑 材料 的 变形 ， 即 使 在 很 小 的 外 力作 用 下 ， 其 几何 形状 与 位 置 都 会 发 


生 改 变 ， 这 样 的 体系 称 为 几何 可 变 体系 ， 如 图 2. 2(b) 所 示 。 





图 2.2 


几何 可 变 体系 是 不 能 用 来 作为 结构 的 ， 因 为 结构 必须 是 其 各 部 分 之 间 不 能 发 生 
体系 .只 有 这 样 的 体系 才 可 能 承受 任意 位 载 并 维持 平衡 。 


2. 几何 组 成 分 析 的 目的 


分 析 体 
组 成 分 析 的 


系 的 几何 组 成 ， 以 确定 它们 属于 哪 一 类 体系 ， 称 为 体系 的 几何 组 成 分 析 。 几 何 
主要 目的 在 于 : 





(1) 判别 某 一 体系 是 否 几何 不 变 ， 从 而 决定 它 能 否 作 为 结构 ; 
(2) 研究 几何 不 变 体系 的 组 成 规则 ， 以 保证 所 设计 的 结构 能 承受 荷载 而 维持 平衡 ; 
(3) 正确 区 分 静 定 结构 和 超 静 定 结 构 ， 为 结构 的 内 力 计算 打下 必要 的 基础 。 


3. 关于 刚 片 、 自 由 度 和 约束 的 概念 





1) 刚 片 








在 平面 体系 中 ,不 考虑 材料 变形 的 几何 不 变 部 分 称 为 刚 片 。 如 一 根 梁 、 一 根 链 杆 、 一 


个 铵 结 三 人 


形 及 支承 体系 的 基础 都 可 以 看 成 刚 片 。 





2) 自 








一 个 体系 的 自由 度 ， 是 指 体系 在 运动 时 确定 其 位 置 所 需 的 独立 坐标 的 数目 。 例 如 平面 





及 




















内 运动 的 一 个 点 ， 其 位 置 需 用 两 个 坐标 +、y 来 确定 [图 2. 3(a)]， 所 以 在 平面 内 的 一 个 





点 有 两 个 自 
一 直线 AB 


3) 约束 








由 度 。 在 平面 内 运动 的 一 个 刚 片 ， 其 位 置 可 由 其 上 任 一 点 A 的 坐标 +、y 和 任 
的 倾角 9p 来 确定 [图 2. 3(b)]， 所 以 在 平面 内 的 一 个 刚 片 有 三 个 自由 度 。 














约束 是 指 减 少 或 消除 体系 运动 自由 度 的 各 种 连接 装置 ， 也 称 联系 。 体 系 与 基础 之 间 的 
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联系 ， 即 支 座 ， 是 体系 的 外 部 约束 (联系 )。 体 系 内 部 各 杆 件 之 间或 结 点 之 间 的 联系 ， 如 匀 
结 点 、 刚 结 点 和 链 杆 等 ， 是 体系 的 内 部 约束 (联系 )。 能 减少 一 个 自由 度 的 装置 称 为 一 个 约 
束 。 以 下 是 几 种 常见 的 约束 。 

(1) 链 杆 。 用 一 根 链 杆 将 刚 片 与 基础 相连 [图 2.4(a)]* 则 刚 片 将 不 能 沿 链 杆 方向 移 
动 ， 因 而 减少 了 一 个 自由 度 ， 故 一 根 链 杆 相当 于 一 个 约束 。 











zy 





(a) 


图 2.4 


(2) 铵 连接 妆 连接 两 个 刚 片 的 铵 称 为 单 锐 。 如 图 2. 4(b) 所 示 ， 用 一 个 匀 A 将 刚 片 工 与 
刚 片 开 相连 接 ， 对 刚 片 工 而 言 ， 其 位 置 可 由 A 点 的 坐标 z+、y 和 AB 线 的 倾角 9; 来 确定 ， 
由 于 点 A 是 两 刚 片 的 共同 点 ， 则 刚 片 卫 的 位 置 只 需 用 倾角 多 就 可 以 确定 。 两 个 各 自 独立 
的 刚 片 在 平面 内 共有 6 个 自由 度 ， 它 们 之 间 用 一 个 铵 连接 之 后 ， 只 剩 下 4 个 自由 度 。 可 
见 ， 一 个 单 铵 能 够 减少 两 个 自由 度 ， 它 相当 于 两 个 约束 ， 也 相当 于 两 根 相交 链 杆 的 约束 
作用 








连接 两 个 以 上 刚 片 的 匀称 为 复 匀 。 图 2. 4(c) 为 连接 三 个 刚 片 的 复 贸 。 三 个 各 自 独立 的 
刚 片 在 平面 内 总 共有 9 个 自由 度 ， 它 们 之 间 用 铵 连接 之 后 ， 体 系 的 自由 度 变 为 5， 减少 了 
4 个 自由 度 ， 故 连接 三 个 刚 片 的 复 贸 相 当 于 两 个 单 贸 的 作用 。 一 般 说 来 ， 连 接 个 刚 片 的 
复 贸 相 当 于 (mn 一 1) 个 单 匀 的 作用 。 

两 根 链 杆 的 约束 作用 也 相当 于 一 个 单 匀 。 两 根 链 杆 杆 端 直接 相连 而 形成 的 贸 称 为 实 
贸 ， 如 图 2. 5(a) 所 示 。 一 个 刚 片 用 两 根 不 共 线 的 链 杆 与 基础 相连 接 ， 如 图 2. 5(b) 所 示 ， 
此 时 刚 片 只 能 绕 两 链 杆 的 延长 线 之 交点 0 转动 。 因 此 ， 两 根 链 杆 的 作用 相当 于 在 其 交点 
处 加 一 个 单 匀 ， 这 种 链 杆 的 延长 线 交 于 一 点 的 镁 ， 称 为 虚 鲜 。 当 体系 运动 时 ， 虚 铵 匀 心 
的 位 置 也 随 之 改变 ， 所 以 通常 又 称 它 为 瞬 鲜 。 虚 铵 的 作用 与 单 铵 一 样 ， 仍 相当 于 两 个 
约束 。 
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图 2.5 


(3) 刚性 连接 。 连 接 两 个 刚 片 的 刚性 结 点 称 为 单 刚 结 点 ， 如 图 2. 6(a) 所 示 ,， 刚 片 工 、 
开 原 来 共有 6 个 自由 度 ， 用 刚 结 点 C 连接 后 成 为 一 个 刚 片 ， 只 具有 3 个 自由 度 。 所 以 一 个 
单 刚 结 点 可 使 体系 减少 3 个 自由 度 ， 相 当 于 3 个 约束 。 刚 性 连接 用 玫 支 座 时 则 称 其 为 固定 
端 支 座 ， 如 图 2. 6(b) 所 示 。 

连接 两 个 以 上 刚 片 的 刚性 结 点 称 为 复 刚 结 点 。 如 图 2. 6(c) 所 示 ， 互 不 相连 的 三 个 刚 
片 ， 在 其 平面 内 ， 若 用 刚 结 点 A 把 它们 连接 ， 则 三 者 被 连 成 一 体 而 变 为 一 个 刚 片 ， 其 自 
度 由 9 个 被 减少 为 3 个 ， 即 丧失 6 个 自由 度 。 该 刚 结 点 相当 于 2 个 单 刚 结 点 。 由 此 类 推 ， 
连接 个 刚 片 的 复 刚 结 点 ， 就 相当 于 (x 一 了 个 单 刚 结 点 。 






































Wh 人 
0 x © 
(a) (b) (e) 


图 2.6 


(4) 多 余 约束 。 若 在 体系 中 增加 一 个 约束 ， 而 体系 的 自由 度 并 不 因此 而 减少 ， 则 此 约 
东 称 为 多 余 约 束 。 例 如 ,平面 内 的 一 个 自由 点 A 有 两 个 自由 度 ， 如 果 用 两 根 不 共 线 的 链 杆 
AB、AC 把 A 点 与 基础 相连 [图 2.7(a)]， 则 点 A 的 自由 度 完 全 消除 而 变 为 零 。 从 固定 点 
A 的 位 置 来 说 ，AB、AC 两 根 链 杆 已 足够 ， 且 缺 一 不 可 ， 因 此 它们 被 称 为 必要 约束 。 如 果 
再 增加 一 根 链 杆 AD [图 2.7(b)], 点 A 的 实际 自由 度 仍然 为 堆 。 这 就 是 说 , 链 杆 AD 对 
F 限 制 点 A 的 运动 来 说 是 多 余 的 ， 故 称 为 多 余 约束 。 实 际 上 ,图 2.7(b) 中 三 根 链 杆 中 只 
有 两 根 链 杆 是 必要 约束 ， 任 何 第 三 根 链 杆 都 可 视 为 多 余 约束 。 
































(a) (b) 
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| 2. 2 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规则 


图 2. 8(a) 所 示 的 结构 ， 是 由 三 根 杆 件 用 不 在 同一 直线 上 的 三 个 单 铵 两 两 相连 组 成 的 匀 
结 三 角形 ， 虽 然 其 位 置 在 平面 内 是 可 以 改变 的 (可 以 整体 移动 或 转动 )， 但 铵 结 三 角形 的 形 
状 是 不 能 改变 的 ， 则 该 铵 结 三 角形 本 身 是 一 个 没有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 也 称 为 内 部 
de a sy ds i 让 和 
根 当 作 刚 片 ， 则 可 衍生 出 以 下 三 个 构成 几何 不 变 体系 的 基本 规则 。 
1. 三 刚 片 规则 
将 图 2.8(a) 中 AB、BC、AC 三 根 链 杆 看 作 三 个 刚 片 ， 铵 全 .有 8、C 为 刚 片 间 两 两 相 
连 的 不 在 同一 直线 上 的 三 个 单 匀 ， 这 样 组 成 的 仍然 是 贸 结 三 角形 [图 2. 8(b)]， 即 是 没有 
多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 由 此 可 得 三 刚 片 规则 ， 三 个 刚 片 之 间 用 不 在 同一 直线 上 的 三 个 
铵 两 两 相连 ， 则 所 组 成 的 体系 是 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 
由 于 连接 两 刚 片 的 两 根 链 杆 的 作用 相当 于 一 个 单 匀 ， 故 可 将 任 一 单 铵 换 为 两 根 链 杆 所 
构成 的 虚 铵 。 据 此 可 知 ， 图 2. 8(c) 所 示 体 系 仍然 是 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 


人 AP 


2. 两 刚 片 规则 

将 图 2.9(a) 中 AB、BC 杆 看 作 两 个 刚 片 ( 工 、 开 )， 忆 为 连接 它们 的 单 镁 ，AC 为 连接 
它们 的 链 杆 [图 2. 9(a)]， 这 还 是 个 铵 结 三 角形 ， 即 是 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 由 此 
可 得 两 刚 片 规则 ， 两 个 刚 片 之 间 用 一 个 单 镑 和 一 根 链 杆 连接 ， 且 匀 和 链 杆 不 在 同一 直线 
上 ， 则 所 组 成 的 体系 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 


























图 2.9 
F 一 个 单 匀 的 作用 相当 于 两 根 链 杆 ， 故 可 将 贸 B 换 成 两 根 链 杆 ， 如 图 2. 9(b) 、(c) 



































所 示 ， 因 此 ， 两 刚 片 规则 亦 可 这 样 叙述 : 两 个 刚 片 之 间 用 不 全 交 于 一 点 也 不 全 平行 的 三 根 
17 
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链 杆 相连 接 ， 则 所 组 成 的 体系 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 

3. 二 元 体 规则 

将 点 A 看 作 是 要 连接 的 点 ，BC 杆 视 为 刚 片 ， AB、AC 杆 当 作 连 接 结 点 A 与 刚 片 的 链 
杆 ， 可 得 到 图 2. 10 所 示 体系 。 显然 , 它 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 这 种 由 两 根 不 共 
线 的 链 杆 连接 一 个 新 结 点 的 装置 [图 2. 10 中 的 BAC] 称 为 二 元 体 。 由 此 可 得 到 二 元 体 规 
则 : 在 一 个 刚 片上 增加 一 个 二 元 体 ， 仍 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 

例如 分 析 图 2. 11 所 示 枯 架 时 ， 可 任 选 一 匀 结 三 角形 ABC 为 基础 ， 增 加 一 个 二 元 体 得 
结 点 D， 从 而 得 到 几何 不 变 体系 ABCD; 再 以 其 为 基础 ， 增 加 一 个 二 元 体 得 结 点 F…… 如 
此 依次 增添 二 元 体 而 最 后 组 成 该 机 架 ， 故 知 它 是 一 个 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 






































4A 





刚 片 


图 2.10 图 2.11 


由 此 可 以 推出 : 在 一 个 已 知 体系 上 依次 增加 二 元 体 ， 不 会 改变 原 体系 的 几何 不 变性 或 
可 变性 。 即 原来 的 体系 是 几何 不 变 的 添加 三 元 体 后 仍然 是 几何 不 变 的 ， 若 原 体系 是 几何 
可 变 的 ,添加 二 元 体 后 仍然 是 可 变 的 。 同 理 ， 在 一 个 已 知 体系 上 依次 撤除 二 元 体 ， 也 不 会 
改变 原 体系 的 几何 不 变性 或 可 变性 。 

例如 分 析 图 2. 11 所 示 枯 架 时 ， 从 结 点 巨 开 始 撤除 二 元 体 ， 然 后 依次 撤除 结 点 下、 忆 ， 
剩 下 饺 结 三 角形 ABC， 它 是 无 多 余 约束 的 泥 何 不 变 体系 ， 故 知 原 体系 为 无 多 余 约束 的 几 
何不 变 体系 。 


| 2.3 瞬 变 体系 


在 研究 平面 体系 的 几何 组 成 时 应 注意 ， 对 于 构成 几何 不 变 体系 的 三 个 基本 规则 都 有 一 
些 附加 的 限制 条 件 ， 如 果 体 系 的 几何 组 成 不 满足 这 些 附加 限制 条 件 ， 其 结果 将 会 如 何 呢 ? 
下 面 来 加 以 研究 。 

图 2. 12(a) 所 示 三 刚 片 用 位 于 同一 直线 上 的 三 个 铵 两 两 相连 ， 此 时 A 点 位 于 以 BA 和 
CA 为 半径 的 两 个 圆 弧 的 公 切 线 上 ， 故 A 点 可 沿 此 公 切 线 做 微小 的 移动 。 不 过 ， 当 发 生 微 
小 移动 后 ， 三 个 铵 就 不 在 同一 直线 上 了 ， 和 运动 也 就 不 再 继续 。 这 种 原 为 几何 可 变 ， 经 微小 
位 移 后 即 转化 为 几何 不 变 的 体系 ， 称 为 瞬 变 体系 。 瞬 变 体系 也 是 一 种 可 变 体系 。 为 了 区 别 
起 见 ， 又 可 将 经 微小 位 移 后 仍 能 继续 发 生 刚体 运动 的 几何 可 变 体系 称 为 常 变 体 系 。 这 样 ， 
几何 可 变 体系 便 包 括 常 变 体系 和 瞬 变 体系 两 种 。 

同 理 ,两 刚 片 之 间 用 在 同一 直线 上 的 一 个 单 贸 和 一 根 链 杆 连接 [图 2. 12(b)]、 两 刚 
片 之 间 用 汇 交 于 一 个 虚 铵 的 三 根 链 杆 连接 [图 2. 12(c)]、 两 刚 片 之 间 用 三 根 互 相 平行 但 不 
等 长 的 链 杆 连接 [图 2. 12(d)]， 都 是 瞬 变 体系 。 
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(a) (b) (d) 
图 2.12 
瞬 变 体系 只 发 生 微 小 的 相对 运动 ， 似 乎 可 以 作为 结构 ,但 实际 上 当 它 受 力 时 可 能 会 出 


现 很 大 的 内 力 而 导致 破坏 ,或 者 产生 过 大 的 变形 而 影响 使 用 。 例 如 图 2. 13(a) 所 示 瞬 变 体 
系 ， 在 外 力 P 作 用 下 , 匀 A 向 下 发 生 微小 的 位 移 而 到 A' 位 置 ,由 图 2.13(b) 所 示 隔 离 体 
的 平衡 条 件 得 


Ns Nic 





NS 
当 A 点 的 竖 向 位 移 很 小 时 ，0 也 很 小 :由 上 式 可 知 内 力 N 是 很 大 的 。 当 0->0 时 ， 即 
使 己 值 很 小 杆 件 的 内 力 N~~==， 这 将 会 造成 杆 件 破坏 。 因 此 ， 瞬 变 体 系 是 不 能 作为 结构 
使 用 的 ， 即 使 是 接近 于 瞬 变 的 体系 也 应 当 避 免 使 用 。 
图 2. 14(a) 中 ， 两 刚 片 之 间 用 三 根 等 长 平行 链 杆 连接 ， 则 微小 运动 发 生 后 三 根 链 杆 仍 
然 相互 平行 ， 运 动 可 继续 下 去 [图 2. 14(b)]， 所 以 该 体系 为 常 变 体系 。 同 理 ， 图 2. 14(c) 
中 ， 两 刚 片 之 间 用 汇 交 于 一 个 实 铵 的 三 根 链 杆 连接 ， 该 体系 也 为 常 变 体系 。 


(a) (b) (9 


图 2.14 




















| 2. 4 几何 组 成 分 析 示 例 


对 体系 进行 几何 组 成 分 析 时 ， 只 要 分 析出 体系 的 几何 组 成 符合 前 述 三 个 基本 规则 中 的 
19 
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任何 一 个 ， 则 体系 必定 是 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 
在 具体 应 用 这 些 规则 分 析 时 ， 首 先 应 观察 体系 与 基础 的 连接 ， 若 某 体 系 几 不 全 交 于 
点 也 不 全 平行 的 三 根 链 杆 与 基础 连接 ， 则 可 以 直接 分 析 该 体系 内 部 的 几何 组 成 。 但 体系 与 
基础 连接 的 支 座 链 杆 数 多 于 三 根 时 ， 则 通常 应 把 基础 看 成 刚 片 ， 再 作 整 体 分 析 。 然 后 判别 
体系 中 有 无 二 元 体 ， 如 有 ， 则 应 先 撤去 ， 以 便 使 体系 得 到 简化 。 最 后 恰当 选取 基础 、 体 系 
中 的 杆 件 或 可 判别 为 几何 不 变 的 部 分 作为 刚 片 ， 应 用 规则 扩大 其 范围 ， 如 能 扩大 至 浆 个 体 
系 ， 则 体系 为 几 可 不 变 的 ; 如果 不 能 的 话 ， 则 应 把 体系 简化 成 两 至 三 个 刚 片 ， 再 应 用 规则 
进行 分 析 。 下 面 举例 加 以 说 明 。 
【 例 2- 1】 试 对 图 2. 15 所 示 体系 进行 几何 组 成 分 析 。 
， 解 : 由 于 A 端 为 固定 端 ， 所 以 基础 与 
一 一 AB 染 形成 一 个 刚 片 [， 将 CE 梁 视 为 一 刚 
片 正 ，BC 梁 视 为 链 杆 ， 则 工 、 下 两 刚 片 间 
用 不 全 交 于 二 点 也 不 全 平行 的 三 根 链 杆 相连 
接 ， 则 此 体系 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 
【 例 2-2】 试 对 图 2. 16(a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 






































图 2.15 


A 8B 





(b) 
图 2.16 
解 : 体系 与 基础 用 不 全 交 于 一 点 也 不 全 平行 的 三 根 链 杆 相连 ， 先 撤去 支 座 链 杆 ， 只 分 
析 体 系 内 部 的 几何 组 成 [图 2. 16(b)]。 将 井 杆 淮 C、BC 分 别 视 为 刚 片 工 与 刚 片 下 ， 它 们 
之 间 用 一 个 实 铵 与 一 根 链 杆 连接 ， 且 铵 和 链 杆 不 在 同一 直线 上 ， 则 此 体系 为 无 多 余 约 柬 的 
几何 不 变 体系 。 
【 例 2-3】 试 对 图 2.17(a) 所 示 体系 进行 几何 组 成 分 析 。 





图 2.17 


解 : 该 体系 与 基础 相连 的 支 座 链 杆 数 多 于 三 根 ， 故 把 基础 视 为 刚 片 工 (两 个 链 杆 的 作 
用 相当 于 一 个 单 铵 )，CED 视 为 刚 片 I。 折 杆 AC 仅 两 端 为 铵 结 ， 无 其 他 联系 ,自身 又 为 
几何 不 变 体 ， 因 此 从 运动 角度 考察 与 一 链 杆 AC 的 作用 相当 ; 与 此 类 似 ， 曲 杆 DB 也 相当 
于 一 根 链 杆 。 这 样 此 体系 将 与 图 2. 17(b) 等 价 。 刚 片 工 与 刚 片 工 之 间 用 三 根 交 于 一 点 的 虚 
铵 连接 ， 故 此 体系 为 瞬 变 体系 。 

【 例 2- 4】 试 对 图 2. 18 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 
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解 : 该 体系 与 基础 相连 的 支 座 链 杆 数 多 于 三 根 ， 故 把 基础 视 为 刚 片 [，AC、AD 杆 分 
别 视 为 刚 片 工 与 刚 片 焉 ，CB 与 DB 两 折 杆 看 成 链 杆 。 卫 、 夺 两 刚 片 由 实 匀 A 相连， 工 、 
卫 两 刚 片 用 虚 铵 O, 相连 ， 工 、 亚 两 刚 片 用 虚 铵 0, 相连 ， 由 于 这 三 个 铵 并 不 共 线 ， 故 此 体 
系 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 

【 例 2- 5】 试 对 图 2. 19 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 
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图 2.18 


解 : 方法 1: 首先 撤去 、@ 杆 所 形成 的 三 元 体 ,再 相继 撤去 @、@ 形 成 的 二 元 体 ,， 同 
理 可 撤去 @@、@ 杆 ，@、@ 杆 ， 然 后 撤去 @、@@ 杆 7 B@、@ 杆 , 四 、 四 杆 , O@、@ 杆 ,四 、 
8 杆 , 四 、 回 杆 ， 最 后 剩 下 的 只 有 基础 这 个 刚 片 ;故此 体系 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 

方法 2: 将 方法 1 的 程序 逆转 过 来 ， 从 基础 这 个 刚 片 出 发 (自身 为 几何 不 变 体系 且 无 多 
余 约束 ) 增 加 四 、 加 两 杆 组 成 的 二 元 体 、 相 继 增 加 四 、 四 、@、@ 杆 ， 进 一 步 增加 四 、 轴 、 
多 、 四 、D、 轩 杆 ， 然 后 增加 DD、@、@、@、 昌 、@ 杆 ,最 后 增加 四、@ 杆 所 形成 的 二 
元 体 ， 整 个 体系 形成 一 个 大 刚 片 ， 故 此 体系 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 

注意 : 减 去 二 元 体 是 体系 的 拆除 过 程 ， 应 从 体系 的 外 边缘 开始 逐个 撤除 ， 而 不 可 从 体 
系 中 间 任 意 抽 取 。 增 加 三 元 体 是 体系 的 组 装 过 程 。 应 从 一 个 基本 刚 片 开始 。 

【 例 2-6】 试 对 图 2. 20 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 











图 2.20 


解 : 先 将 基础 视 为 刚 片 T，AB 杆 视 为 刚 片 工 ， 则 工 、 开 两 刚 片 间 用 不 全 交 于 一 点 也 
不 全 平行 的 三 根 链 杆 相连 接 形成 一 新 刚 片 a; 将 CD 视 为 刚 片 王 ， 它 与 刚 片 a 之 间 也 是 用 
不 全 交 于 一 点 也 不 全 平行 的 三 根 链 杆 相连 接 ， 则 又 可 组 成 新 刚 片 0; 在 刚 片 2 的 基础 上 增 
加 @@、@ 杆 形成 的 二 元 体 ， 再 增加 加 、@ 杆 形成 的 二 元 体 ， 将 刚 片 5 扩展 为 刚 片 <; 将 EF 
视 为 刚 片 W ， 它 与 刚 片 < 又 可 组 成 大 刚 片 e， 最 后 在 大 刚 片上 加 四 、 四 杆 所 形成 的 二 元 
体 ， 故 整个 体系 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 

【 例 2- 7】 试 对 图 2. 21 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 

解 : 基础 视 为 刚 片 T， 以 DEF 三 角形 为 基础 ， 用 增加 二 元 体 的 方式 可 逐渐 扩大 到 加、 
四 , 罗 、 四 ， 四 、 四 形成 刚 片 匡 ; 以 ABC 三 角形 为 基础 逐渐 扩大 到 四 、@, @、O, @、 
©@., 四、 0. C0. 8. 四 、 四. 思 、@ 形 成 几 可 不 变 体系 ; 由 于 它 与 基础 用 不 全 交 于 一 点 
也 不 全 平行 的 三 根 链 杆 相 连接 ， 故 形成 扩大 了 的 刚 片 亚 ; 刚 片 开 与 刚 片 亚 之 间 用 四 根 不 全 
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图 2.21 


交 于 一 点 也 不 全 平行 的 链 杆 相连 接 ， 故 整个 体系 为 有 一 个 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 
几何 组 成 分 析 中 ， 某 些 体系 可 以 选取 不 同 的 刚 片 和 联系 方式 上 如 图 2. 22(a) 所 示 正 六 
边 形 铵 结 体系 ， 用 三 个 不 平行 也 不 汇 交 的 链 杆 与 大 地 相连 ， 可 以 去 掉 与 大 地 相连 的 链 杆 ， 
仅 分 析 体系 内 部 的 组 成 ， 有 如 下 三 种 方式 进行 分 析 : 第 二 种 图 2. 22(b)]， 取 链 杆 中 、 
图 、@ 为 刚 片 工 、 刚 片 开 和 刚 片 王刚 片 工 和 刚 片 正 用 链 杆 @、@@ 组 成 的 虚 铵 O, 相连 ， 
刚 片 下 和 刚 片 下 用 链 杆 @、@ 轩 组 成 的 虚 匀 0 相连 而 刚 片 工 和 刚 片 正则 用 链 杆 @ 和 链 杆 
@@ 组 成 的 虚 铵 O, 相连 ， 三 个 铵 心 显然 在 一 条 直线 上 ”为 几何 瞬 变 体系 ; 第 二 种 [图 2. 22(c)]， 
取 链 杆 D、@、@@ 为 刚 片 IJ、 刚 片 了 和 刚 片 三， 刚 片 I 和 刚 片 了 用 平行 但 不 等 长 的 链 杆 四 、@ 组 成 
的 虚 贸 O 相连 ， 刚 片 I[ 和 刚 片 呈 用 平行 但 不 等 长 的 链 杆 @、@ 组 成 的 虚 贸 2 相连 ， 而 刚 片 I 和 
刚 片 里 则 用 平行 亦 不 等 长 的 链 杆 @ 和 链 杆 @ 组 成 的 虚 贸 O; 相连 ， 三 个 铵 心 在 无 穷 远 的 直线 上 ， 
亦 为 几何 瞬 变 体系 ; 第 三 种 [图 2.22(d)]， 取 链 杆 D、@、@ 为 刚 片 T[、 刚 片 HE 和 刚 片 且 ， 刚 片 I 
和 刚 片 [用 平行 等 长 的 链 杆 @@、@ 组 成 的 虚 贸 O 相连 , 刚 片 了 [和 刚 片 卫 用 平行 等 长 的 链 杆 @、 
@@ 组 成 的 虚 贸 O; 相连 ,而 刚 片 I 和 刚 片 盾 则 用 平行 且 等 长 的 链 杆 @ 和 链 杆 @ 组 成 的 虚 饼 O; 相 
连 ， 三 个 铵 心 在 无 穷 远 的 直线 上 ， 仍 为 几何 瞬 变 体系 。 
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(a) (b) (9) (d) 
图 2.22 


三 个 刚 片 用 三 对 平行 且 等 长 的 链 杆 相连 时 ， 分 两 种 情况 : 等 
长 链 杆 在 刚 片 的 同一 侧 相连 时 为 几何 常 变 体系 ， 如 图 2. 23 所 示 ; 


不 在 同一 侧 时 为 几何 瞬 变 体系 。 
人 总 结 几何 组 成 分 析 的 过 程 ， 始终 有 增加 和 减少 约束 (联系 ) 的 
图 2.23 思想 ， 这 也 是 在 后 续 的 章节 里 面 一 直 贯 穿 的 内 容 ， 因 此 ， 注 意 增 
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减 约束 在 分 析 过 程 中 的 应 用 ， 对 结构 力学 的 学 习 及 总 结 会 起 到 连贯 作用 。 


| 2. 5 平面 体系 的 计算 自由 度 








平面 体系 可 以 看 成 是 由 多 个 刚 片 组 合 而 成 。 平面 体系 的 计算 自由 度 为 各 刚 片 不 受 约束 
时 的 自由 度 总 数 与 因为 约束 作用 而 减少 的 自由 度数 之 差 。 计 算 自由 度 可 按 以 下 两 种 方法 
求 得 。 

1. 刚 片 法 

刚 片 法 是 以 刚 片 作 为 组 成 体系 的 基本 构件 来 进行 计算 的 ， 用 于 平面 刚 片 体系 。 其 计算 
公式 为 





























W=3m—(2h+r) (2-1) 
式 中 ，W 为 平面 体系 的 计算 自由 度 ; xm 为 刚 片 数 ; 为 单 匀 数 (车 有 复 锐 ， 须 将 其 折算 成 
单 匀 的 个 数 青 代 入 公式 ); 为 支 座 链 杆 数 。 
2. 贸 结 点 法 
铵 结 点 法 取 铵 结 点 作为 体系 的 基本 构件 进行 计算 ， 用 于 平面 铵 结 链 杆 体 系 。 其 计算 公 
式 为 
W=2j—(b+7) (2-2) 
式 中 ， WW 为 平面 体系 的 计算 自由 度 ; J 为 结 点 数 ; 汪 为 杆 件 数 ; ee 
注意 : 计算 自由 度 王 不 一 定 能 够 反映 体系 的 实际 自由 度 。 这 是 因为 计算 自由 度 公 
坟 达 代 每 个 上 人 体系 下 自由 侧重 的 ， 所 以 ， 人 余 约束 
， 计 算 自由 度 与 实际 自由 度 才 一 致 。 
【 例 2- 8】 求 图 2. 24 所 示 体 系 的 计算 自由 度 W。 
解 : 用 刚 片 法 计算 。 
刚 片 数 二 5; 单 匀 数 二 5( 结 点 玉 为 复 贸 ， 相 当 于 两 个 单 
贸 ); 支 座 链 杆 数 一 5， 则 
W=3m—(2h+r)=3X5—(2X5+5)=0 
【 例 2-9】 求 图 2. 25 所 示 体 系 的 计算 自由 度 W。 
解 : 用 匀 结 点 法 计算 。 
结 点 数 ) 一 8; 杆 件数 "一 14;， 支 座 链 杆 数 "一 3， 则 
W=2j—(6+7)=2X8—(14 二 3)= 一 1 
利用 式 (2- 1) 和 式 (2- 2) 计 算 体系 的 自由 度 W， 结果 为 下 面 三 种 情形 。 
(1) 当 W 二 0 时 ,表明 体系 存在 自由 度 ， 缺乏 足够 的 约束 ,体系 一 定 是 几何 可 
变 的 。 
(2) 当 环 0 时 ,表明 体系 具有 保证 几何 不 变 所 需 的 最 少 约束 。 如 约束 布置 得 当 ， 则 
体系 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 .否则 为 几何 可 变 体系 或 几何 瞬 变 体系 。 
(3) 当 W<0 时, 表明 体系 有 和 多余 约束 。 但 有 和 多余 约束 的 体系 不 一 定 为 几何 不 变 的 ， 
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如 约束 布置 不 当 ， 仍 可 为 几何 可 变 的 。 如 图 2. 25 所 示 体 系 ， 
虽然 计算 自由 度 三 一 一 1， 但 由 于 约束 布置 不 当 ， 仍 可 为 几 
何 可 变 体系 。 

由 此 可 见 ,，W 志 0 是 保证 体系 几何 不 变 的 必要 条 件 ， 但 
不 是 充分 条 件 。 

对 于 如 图 2.13、 图 2.17、 图 2. 22 和 图 2. 24 所 示 几 何 瞬 
变 体系 ， 其 自由 度 W 二 0。 从 刚 片 的 组 成 规则 来 看 ， 它 们 也 
满足 了 三 刚 片 相连 组 成 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 所 需 最 少 联系 的 规则 ， 所 以 说 ， 他 们 是 
无 多 余 约 束 的 几何 瞬 变 体系 。 

从 瞬 变 体系 的 运动 来 看 ， 图 2. 17、 图 2. 22 和 图 2. 24 所 示 的 几何 瞬 变 体 ， 它 们 具有 一 
个 瞬时 运动 。 如 图 2. 13(a) 中 的 A 点 ，4B 杆 和 AC 杆 同 时 限制 了 A 点 的 水 平 运动 而 没有 
限制 它 的 垂直 运动 ， 而 限制 A 点 的 水 平 运动 仅 需 一 个 AB 杆 或 AC 杆 即 可 。 那 么 ， 另 一 个 
杆 件 即 是 多 余 的 了 ， 因 此 ， 还 可 以 说 瞬 变 体系 是 至 少 具有 二 个 多 余 约 束 的 体系 。 这 种 决定 
体系 为 瞬 变 体系 的 多 余 约 束 与 不 变 体系 中 的 多 余 约束 是 有 所 不 同 的 ， 这 方面 还 有 许多 需要 
进一步 分 析 和 研究 的 问题 。 

还 有 一 些 体系 是 不 能 用 几何 组 成 规则 来 判定 的 ， 如 图 2. 26 所 示 的 体系 。 当 它们 的 自 
由 度 W=0 时 ， 可 用 零 载 法 (参考 有 关 书 籍 ) 进 行 判别 。 
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图 2.26 
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图 2.26( 续 ) 


清华 大 学 研制 的 结构 力学 求解 器 可 对 所 有 体系 进行 判别 ， 对 于 能 用 几何 组 成 规则 判断 
的 体系 可 给 出 分 析 过 程 ， 特 别 是 还 能 对 几何 瞬 变 体系 和 几何 可 变 体系 的 运动 情况 进行 动画 
演示 。 


| 2. 6 体系 的 几何 组 成 与 静 定性 的 关系 





在 体系 的 几何 组 成 分 析 中 ， 除 可 以 判定 体系 是 否 几何 不 变 外 ， 还 可 判定 体系 是 静 定 结 
构 还 是 超 静 定 结构 。 

在 静 力 学 中 已 知 ， 由 静 力 平衡 方程 即 可 求 出 全 部 反 力 和 内 力 的 结构 称 为 静 定 结构 ， 
静 力 平衡 方程 不 能 求 出 全 部 支 座 反 力 和 内 力 的 结构 称 为 超 静 定 结构 。 例 如 图 2. 27(a) 
所 示 的 简 支 梁 ， 有 三 个 支 座 反 力 ， 可 以 由 平面 一 般 力 系 的 三 个 平衡 方程 之 X 一 0、 之 Y 一 
0、Ymm 二 0 求 出 。 从 而 全 部 内 力 都 能 用 平衡 条 件 求 出 ， 即 为 静 定 结构 。 图 2. 27(b) 所 
示 连 续 梁 ， 有 四 个 支 座 反 力 ， 但 只 能 建立 三 个 独立 的 平衡 方程 。 未 知 支 座 反 力 数 大 于 平 
衡 方 程 数 ， 不 能 用 三 个 方程 求解 四 个 未 知 支 座 反 力 。 因 而 不 能 求解 全 部 内 力 ， 即 为 超 静 
定 结构 。 

从 几何 组 成 分 析 上 来 说 ， 图 2. 27(a) 所 示 简 支 梁 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 而 
图 2. 27(b) 所 示 连 续 梁 为 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 
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图 2.27 


因此 ， 静 定 结构 在 几何 组 成 上 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 它 的 力学 特点 是 全 部 
支 座 反 力 和 内 力 都 可 以 由 平衡 条 件 求 得 唯一 的 解答 。 超 静 定 结构 在 几何 组 成 上 是 有 多 余 
约束 的 几何 不 变 体系 ， 它 的 力学 特点 是 全 部 支 座 反 力 和 内 力 不 能 由 平衡 条 件 求 得 唯一 的 
解答 。 








本 章 首先 研究 了 刚体 、 自 由 度 、 约 束 和 多 余 约 束 的 概念 ， 讲 授 了 限制 刚 片 自 由 度 的 约 
束 类 型 ， 常 见 的 约束 有 : 链 杆 、 单 镜 、 复 贸 、 虚 贸 、 刚 结 点 等 。 
多 根据 体系 的 可 变性 进行 了 如 下 的 划分 : 了 何不 变 体系 、 几 何 可 变 体系 。 

研究 了 体系 的 自由 度 计 算 和 几何 不 变 体系 的 三 个 构成 规则 ， 三 个 规则 是 本 章 学 习 和 应 
用 的 重点 内 容 。 

对 平面 体系 的 分 类 及 其 几何 特征 和 静 力 特征 的 总 结 见 表 2 一 1。 











表 2-1 平面 体系 的 分 类 及 其 几何 特征 和 静 力 特性 











体系 分 类 几何 组 成 特性 静 力 特性 

无 多 余 约束 的 | ， w ,a | 静 定 结构 ， 仅 由 平衡 条 件 就 
几何 不 | 几何 不 变 体系 | 的 来 数 昌 够 、 布 闪 也 合理 | 可 求 出 全 部 反 力 和 内 力 。 |。 可 作 结构 
变 体系 | 有 多 余 约束 的 | 约束 有 多 余 、 超 静 定 结构 ， 仅 由 平衡 条 件 使 用 


几何 不 变 体系 | ”布置 也 合理 。 | 有 多余 | 不 能 求 出 全 部 反 力 和 内 力 
约束 数目 够 、 | 约束 





几何 瞬 变 体系 内 力 为 无 穷 大 或 不 确定 




















几何 可 布置 不 合理 不 能 作 结 
变 体系 站 构 使 用 
几何 常 变 体系 ee 不 存在 静 力 解答 
关键 术语 


体系 (几何 ) 组 成 分 析 (geometric stability analysis of system); 刚 片 (rigid member); 
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自由 度 (freedom); 约束 (restraint); 单 匀 (single hinge); 虚 贸 (virtual hinge); 多 余 约 束 
(redundant restraint); 几何 不 变 体系 (stable system); 常 变 体系 (constantly unstable sys- 
tem); 瞬 变 体系 (instantaneously unstable system)。 

















习 题 2 


一 、 思 考题 
1. 几何 可 变 体系 、 几 何 瞬 变 体系 为 什么 不 能 作为 结构 ? 试 举例 说 明 。 
2. 何谓 单 匀 、 复 匀 、 虚 贸 ? 体系 中 任何 两 根 链 杆 是 否 都 相当 于 在 其 交点 处 的 一 个 
虚 饮 ? 
3. 图 2. 28 中 哪 两 根 链 杆 能 形成 虚 贸 ? 
4. 图 2. 29 中 的 1 一 a 一 2 部 分 能 否 看 成 是 二 元 体 ? 


体系 


图 2.29 





5. 链 杆 能 作为 刚 片 吗 ? 刚 片 能 作为 链 杆 吗 ? 刚 片 与 链 杆 的 主要 区 别 在 哪里 ? 

6. 能 否 通 过 增加 三 元 体 将 一 可 变 体系 转变 为 几何 不 变 体系 ?不 断 地 拆除 二 元 体 ， 能 
不 能 将 一 个 几何 不 变 体系 拆 成 几何 可 变 体系 ? 

7. 试 述 几何 不 变 体系 的 三 个 基本 组 成 规则 ， 为 什么 说 它们 实质 上 只 是 同一 个 规则 ? 

8. 在 进行 几何 组 成 分 析 时 ， 应 注意 体系 的 哪些 特点 ， 才 能 使 分 
析 得 到 简化 ? 

9. 计算 自由 度 W 的 概念 是 什么 ? 它 与 体系 的 几何 可 变 ( 不 变 ) 
性 有 什么 关系 ? 

10. 图 2. 30 中， 如 果 首 先 把 AC 杆 和 BC 杆 当 作 二 元 体 去 掉 ， Ar 
则 剩 下 的 部 分 为 常 变 体系 ， 故 推 知 原 体系 也 是 常 变 的 ， 这 样 的 分 析 国友 30 
正确 否 ? 为 什么 ? 
、 填 空 题 
杆 件 相互 连接 处 的 结 点 通常 可 以 简化 成 和 
几何 组 成 分 析 中 ,固定 平面 内 一 个 点 ， 至 少 需要 个 约束 。 
三 个 刚 片 用 三 个 共 线 的 单 匀 两 两 相连 ， 则 该 体系 是 机 
连接 两 个 刚 片 的 任意 两 根 链 杆 的 延长 线 交 于 一 点 ， 则 该 联系 称 为 ___。 
几何 瞬 变 体系 的 内 力 为 或 
. 两 刚 片 组 成 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体 系 ， 应 至 少 需要 个 联系 。 
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7. 从 几何 分 析 的 角度 讲 ， 静 定 结构 和 超 静 定 结构 都 是 体系 ， 前 者 是 
多 余 约束 ， 而 后 者 是 多 余 约束 。 

8. 根据 平面 体系 自由 度 计算 公式 即 可 判定 其 体系 的 是 体系 。 

9. 几何 不 变 体系 的 必要 条 件 是 计算 和 白 由 度 W ， 充 分 条 件 是 满足 
规则 。 


10. 若 要 使 图 2. 31 所 示 平 面体 系 成 为 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约束 ， 需 添加 链 杆 ( 
括 支 座 链 杆 ) 的 最 少数 目 为 全 





[el 








11. 图 2. 32 所 示 体 系 是 体系 ， 它 有 个 多 余 约束 。 
图 2.31 图 2.32 

12. 几何 不 变 体系 的 必要 条 件 是 , 流 分 条 件 是 

13, 图 2. 33 所 示 体 系 是 体系 ， 

14. 图 2. 34 所 示 体 系 是 体系 。 





2.33 2.34 


三 、 判 断 题 

1. 多 余 约 束 是 结构 体系 中 不 需要 的 约束 。(  ) 

2. 有 和 多余 约束 的 体系 一 定 是 几何 不 变 体系 .。(  ) 

3. 有 些 体系 为 几何 可 变 体系 .但 却 有 和 多余 的 约束 存在 。( 。 ) 

4. 在 任意 荷载 作用 下 ,无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 可 以 仅 用 静 力 平衡 方程 即 可 确定 
全 部 支 座 反 力 和 内 力 。(  ) 

5. 任意 两 根 链 杆 的 约束 作用 均 可 相当 于 一 个 单 匀 。(  ) 

6. 连接 4 个 刚 片 的 复 贸 相当 于 4 个 单 匀 。(  ) 

7. 三 个 刚 片 由 三 个 单 贸 或 任意 六 根 链 杆 两 两 相连 .体系 必 为 几何 不 变 体系 。(  ) 

8. 如 果 体系 的 计算 自由 度 小 于 或 等 于 零 ， 那 么 体系 一 定 是 几何 不 变 体 系 。(  ) 

9. 一 个 刚 片 可 以 是 一 根 杆 或 者 是 由 几 个 刚 片 组 成 的 几何 不 变 体系 。(  ) 

10. 当 一 个 体系 的 计算 自由 度 为 0 时 ， 则 该 体系 为 几何 不 变 体系 。(  ) 
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. 几何 可 变 体系 在 任何 荷载 作用 下 都 不 能 平衡 . (  ) 

.三 个 刚 片 彼此 由 三 个 匀 相 连 的 体系 一 定 是 静 定 结构 。(  ) 

. 有 多 余 约束 的 体系 一 定 是 超 静 定 结构 。 (  ) 

. 几何 瞬 变 体系 不 能 用 作 工 程 结构 。(  ) 

. 几何 不 变 体系 的 计算 自由 度 一 定 等 于 零 . (  ) 

. 平面 几何 不 变 体系 的 三 个 基本 组 成 规则 其 实质 是 相同 的 。(  ) 

.两 刚 片 或 三 刚 片 组 成 几何 不 变 体系 的 规则 中 ， 不 仅 指明 了 必需 的 约束 数目 ,而且 
指明 了 这 些 约 束 必须 满足 的 几何 条 件 。(  ) 

8. 图 2. 35 所 示 体 系 中 ， 去 掉 其 中 任意 两 根 支 座 链 杆 后 ， 余 下 部 分 都 是 几何 不 变 的 。 
( ) 
9. 图 2. 36 所 示 体 系 中 ， he DE、BE 四 根 链 杆 后 ， 得 简 支 梁 AB， 故 该 


A 人 TT 人 DC 

















体系 为 具有 四 个 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 ) 
和 | C Dp B 
图 2.35 2.36 
四 、 选 择 题 


1. 两 个 刚 片 用 三 根 链 杆 连接 而 成 的 体系 为 六。 
A. 几何 不 变 体系 
B. 几何 可 变 体系 
C. 几何 瞬 变 体系 
D. 几何 不 变 体系 、 几 何 可 变 体系 或 几何 瞬 变 体系 
2. 将 三 个 刚 片 组 成 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 ， 必 要 的 约束 数目 是 ( ) 个 5 








A. 2 B. 3 Cia D. 6 
3. 在 一 个 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体 系 上 去 除 二 元 体 后 得 到 的 新 体系 是 ( ) 5 
A. 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 B. 几何 可 变 体系 
C. 几何 瞬 变 体系 D. 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 
4. 成 为 结构 的 体系 应 该 是 ( ie 
A. 几何 不 变 体系 B. 几何 可 变 体系 
C. 几何 瞬 变 体系 D. 几何 不 变 体系 或 几何 瞬 变 体系 
5. 某 几何 不 变 体系 的 计算 自由 度 W= 一 3， 则 体系 的 ( »; 
A. 自由 度 王 3 B. 自由 度 王 0 
C. 多 余 约 束 数 一 3 D. 多 余 约 束 数 之 3 
6. 图 2.37 中 ( ) 体 系 中 的 1 点 是 二 元 体 。 
A. (Ca)(Cc)(Cd) B. (Ca)(b)(c)(d) 
C. (Ca)(Cb)(Ce) D. 全 是 
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(d) (©) 10 
图 2.37 
7. 图 2. 38 所 示 体 系 应 是 (  )。 
A. 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 B: 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 
C.， 几何 瞬 变 体系 D.- 几 何 可 变 体系 
8. 图 2. 39 所 示 体 系 应 是 ( js 
A. 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 B. 有 多余 约束 的 几何 不 变 体系 
C， 几 何 瞬 变 体 系 D， 几 何 可 变 体系 























图 2.38 图 2.39 
9. 图 2. 40 所 示 平 面体 系 的 几何 组 成 性 质 是 (。”)。 
A. 几何 不 变 且 无 多 余 联 系 B. 几何 不 变 且 有 多 余 联 系 
C. 几何 可 变 D. 瞬 变 
10. 图 2. 41 所 示 平 面体 系 的 几何 组 成 性 质 是 ( 
A. 几何 不 变 且 无 多 余 联系 B. 几何 不 变 且 有 多 余 联 系 
C. 几何 可 变 D. 瞬 变 
ee ep en sp 
图 2.40 图 2.41 
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图 2. 42 所 示 体 系 是 ( i 

A. 无 多 余 联 系 的 几何 不 变 体系 B. 几何 瞬 变 体系 

C. 有 和 多余 联 系 的 几何 不 变 体系 D. 有 多余 联系 的 几何 不 变 体系 
图 2. 43 所 示 体 系 是 (。”)。 

A. 几何 不 变 体系 B. 几何 可 变 体系 

C. 无 多 余 联系 的 几何 不 变 体系 D. 瞬 变 体系 





图 2.42 2.43 


. 图 2. 44 所 示 ， 该 体系 为 ( 和 


A. 没有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 
B. 有 和 多余 约束 的 几何 不 变 体系 
C， 有 多 余 约束 的 几何 常 变 体系 
D. 有 多 余 约 束 的 瞬 变 体系 


EA 


图 2.44 


. 图 2. 45 所 示 的 平面 体系 ， 几 何 组 成 为 ( )。 


A， 几何 不 变 无 多 余 约束 B. 几何 不 变 有 多 余 约 束 

C， 几何 常 变 D. 几何 瞬 变 

图 2. 46 所 示 ， 体 系 的 几何 组 成 为 ( )。 

A, 几何 不 变 且 无 多 余 约束 B. 几何 不 变 有 一 个 多 余 约 束 
C. 常 变 体系 D. 瞬 变 体系 





31 


结交 学 实用 教 本 





16. 图 2. 47 所 示 ， 该 体系 为 ( Ns 


A. 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 B. 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 
C. 常 变 体系 D. 瞬 变 体系 
17. 图 2. 48 所 示 的 体系 ， 几 何 组 成 为 ( 5 
A. 常 变 体系 B. 瞬 变 体系 
C. 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 D. 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 





图 2.47 图 2.48 


五 、 分 析 题 
试 对 图 2. 49 一 图 2. 72 所 示 体 系 作 几 何 组 成 分 析 。 如 果 是 具有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体 
系 ， 则 须 指 出 其 多 余 约束 的 数目 。 


和 4 B 必 万 4 B c 


图 2.49 图 2.50 


图 2.51 图 2.52 
图 2.53 图 2.54 
图 2.55 图 2.56 
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图 2.59 2.60 
图 2.61 
图 2.62 
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图 2.65 图 2.66 
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图 2.71 图 2.72 
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GS 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
学报 ”| 单 政 奉 定妆 的 内 力 计算 区 内 力图 
净 定 染 党 担 多 路 静 定 染 的 组 成 特 卡 及 度 次 因 
字 提 多 只 殉 定 染 的 内 力 众 析 及 内 力图 
便条 本 我 能 要 点 】 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
Ph 党 拉 多 路 染 和 刚 架 分 新 前 基础 ， 强 度 计算 ， 起 奖 定 计算 
多 路 询 定 染 的 内 力 分 析 及 影响 线 分 析 % 可 解决 实际 工程 中 多 路 元 定 梁 的 结构 
和 所 | ， 
内 力图 设计 
D> ssn 
闽 中 桥梁 甲 天 下 


桥梁 是 人 类 很 早 以 前 就 开始 进行 的 一 种 以 交通 功能 为 主 的 土木 工程 建设 ， 在 我 国 又 以 福建 省 保存 较 
好 的 古 桥梁 居多 。 

著名 桥梁 专家 芒 以 升 说 :“ 凡 是 到 过 福建 的 人 ， 都 会 感到 “ 头 中 桥梁 甲 天 下 ”之 说 ， 确 非 过 誉 。 泉 
州 洛阳 桥 、 漳 州 江东 桥 等 等 甲 天 下 的 闽 中 桥梁 ， 都 是 福建 人 民 的 光荣 ， 中 国人 民 的 骄傲 。” 图 3.1 所 示 
为 福建 泉州 东北 洛阳 江上 的 泉州 洛阳 桥 ， 始 建 于 宋 皇 衬 五 年 (公元 1053 年 )， 洛 阳 桥 原 长 1200m， 宽 约 
5m， 有 桥墩 46 座 ， 全 部 用 巨大 石 块 干 砌 而 成 。 铺 设 在 洛阳 桥 上 的 都 是 10 多 米 长 、 又 厚 又 大 的 石板 。 
该 桥 最 伟大 之 处 是 桥 基 采用 了 迄今 为 止 全 世 囚 绝无仅有 的 生物 加 固 的 方法 ， 历 经 900 多 年 至 今 不 垮 、 
不 散 。 图 3.2 所 示 为 福建 的 永春 东 关 桥 ， 始 建 于 南宋 绍兴 十 五 年 (公元 1145 年 )， 也 是 一 座 梁 式 大 桥 。 
大 桥 长 85m， 宽 5m， 五 孔 桥墩 为 块 石 干 砌 而 成 ， 墩 上 砌 三 层 巨 石 ， 上 承 桥梁 ， 每 孔 桥 由 长 16 一 18m 的 
22 根 杉 木 为 梁 。 分 两 层 铺 架 。 梁 的 上 部 架设 有 26 间 木 架 砖 墙 、 青 瓦屋 顶 的 桥 屋 。 是 一 座 过 桥 的 人 员 
可 以 在 桥 屋 里 通行 的 “ 廊 桥 "。 图 3. 3(a) 所 示 为 一 现代 钢筋 混凝土 大 桥 ， 图 中 CD 部 分 是 搭 接 在 两 边 的 
主 梁 上 ， 图 3. 3(b) 为 该 桥 的 计算 简 图 。 显然， 这 是 一 个 无 多 余 联 系 的 几何 不 变 体系 ， 为 多 跨 静 定 梁 
结构 。 
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5 :二 
(a) 人 


图 3.3 
桥梁 的 形式 多 种 多 样 ,本 章 主 要 对 上 述 的 静 定 梁 式 桥梁 结构 以 及 其 他 梁 式 结构 进行 力学 分 析 。 


| 3. 1 单 跨 静 定 梁 


单 跨 静 定 梁 是 工程 中 常见 的 一 种 结构 ， 其 内 力 分 析 已 在 工程 力学 (材料 力学 ?课程 中 
详 加 论述 。 但 是 ， 由 于 它 的 分 析 也 是 各 种 杆 系 结构 内 力 分 析 的 基础 ， 因 此 ， 在 这 里 作 一 简 
略 回顾 和 补充 。 
1. 支 座 反 力 的 计算 
单 跨 静 定 梁 有 简 支 梁 [图 3. 4(a)]、 伸 臂 梁 (外 伸 梁 ) [图 3. 4(b)] 和 悬臂 梁 [图 3.4(c)] 
三 种 形式 ， 它 们 都 是 由 梁 和 基础 按 两 刚 片 规则 组 成 的 静 定 结构 ， 因 而 其 支 座 反 力 都 具有 三 
个 ， 其 值 可 取 全 梁 为 隔离 体 ， 由 平面 一 般 力 系 的 三 个 平衡 方程 求 出 。 


和 一 一 2 拉 一 


(a) (b) (0) 



































图 3.4 





2. 截面 内 力 的 计算 
如 图 3.5 所 示 ， 梁 的 任 一 截面 上 一 般 有 三 个 内 力 分 量 ， 即 轴 力 N、 剪 力 V 和 弯 矩 M 。 
它们 的 正 负 号 规定 为 : 轴 力 以 拉力 为 正 ， 压 力 为 负 ; 前 力 


对 所 研究 的 部 分 顺 时 针 转 动 为 正 ， 反 之 为 负 ， 索 矩 使 梁 下 
部 纤维 受 拉 为 正 ， 反 之 为 负 。 人 
计算 梁 的 内 力 的 基本 方法 是 截面 法 ， 即 用 一 个 假想 项 4 
面 沿 所 求 内 力 截面 切 开 ， 取 截面 任 一 侧 的 部 分 为 隔离 体 ， 忆 -HH 
利用 平面 一 般 力 系 的 三 个 平衡 方程 即 可 求 出 三 个 内 力 人， ， 
分 量 。 丽 a5 
截面 法 可 得 到 内 力 的 计算 法 则 如 下 。 

(1) 轴 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 (包括 荷载 和 反 力 ) 沿 截面 法 线 方向 投影 的 代数 和 。 外 
力 沿 截 面 法 线 方向 的 分 量 背离 截面 引起 的 轴 力 为 正 ， 指 向 截面 引起 的 轴 力 为 负 。 

(2) 剪 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 沿 截面 方向 投影 的 代数 和 。 外 力 对 所 研究 截面 产生 顺 
时 针 转 动 为 正 剪 力 ， 反 之 为 负 。 

(3) 弯 矩 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 对 截面 形 心力 抢 的 代数 和 。 外 力 使 梁 产 生 下 部 受 拉 的 
变形 为 正 这 和 矩 ， 反 之 为 负 。 

由 以 上 所 述 内 力 分 量 计算 法 则 ， 可 较 方 便 地 求 出 杆 件 结构 指定 截面 上 的 内 力 。 

3， 内 力 与 外 力 间 的 微分 关系 及 内 力图 形状 判断 

在 工程 力学 (材料 力学 ?课程 中 ”已 讨论 过 水 平 直 杆 的 容 扰 、 前 力 、 分 布 荷载 之 间 的 微 
分 关系 ， 在 结构 力学 课程 的 学 习 中 ， 要 求 进一步 熟练 掌握 这 些微 分 关系 ， 并 能 根据 内 力图 
形状 的 特点 迅速 绘制 内 力图 。 

由 工程 力学 (材料 万 学 ) 已 知 ， 若 工 办 以 向 右 为 正 ，> 轴 以 向 上 为 正 ，g(zx) 以 向 上 为 正 
(图 3. 6)， 则 弯 矩 M(z)、 剪 力 V(z)、 和 荷载 集 度 9(z) 之 间 具 有 如 下 的 微分 关系 : 


dVCz) 
dz 


dM(x) 
dr 


HD 二 EC) 
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图 3.6 


37 





结 科 力 学 实 用 教程 






































式 (3 一 1) 可 以 推 知 荷载 与 内 力图 形状 之 间 的 对 应 关系 ( 表 3-1)， 掌 握 内 力图 形状 特 
征 ， 对 于 正确 和 迅速 地 绘制 内 力图 有 很 大 帮助 。 
表 3-1 直 梁 内 力图 的 形状 特征 
梁 上 情况 。 无 外 力 集中 力矩 
和 区 段 均 布 力 g 作用 区 段 集中 力也 作用 处 M 作 用 处 | 狼 处 
A i 有 突变 亦 号 - 恋 
剪 力图 水 平 线 | 人 直线 | 力 零 处 | ,突变 值 二 已 | 如 变 号 | 。 无 变化 
抛物 线 ( 凸 有 尖 角 ( 尖 
一 般 为 人 和 | 。 有 突变 
弯 矩 图 Le | 出 方向 同 g | 有 极 值 | ” 角 指向 同 | 有 极 值 | ,ow 为 零 
斜 直线 指向 ) 和 (突变 值 为 MD 




















【 例 3-1】 试 作 图 3.7(a) 所 示 简 支 梁 的 内 力图 。 


10kN/m 


20kN 








解 : (1) 求 支 座 反 为 。 
由 ms 二 0% 得 R= 二 16kN( 个) 














oN 由 mi 三 0, 得 Rs 二 24kN( 个 ) 
(2) 作 “V 图 。 由 内 力 计算 法 则 求 控制 截面 剪 
16 全 力 值 : 
[全 ~ _ Va= Ra=16kN 
ee 4 9 Vc=d6 二 10X2 一 一 4kN 
加 24 ye 一 Vc 一 一 4kN 
M(kKNm PE 
~ (KN-m) Vea, R; 24kN 
128 12 Vp=—Rs=—24kN 
24 
25 AC 段 内 有 均 布 荷载 ，V 图 为 斜 直 线 ; CE、EB 
本 段 内 无 均 布 荷载 ，V 图 为 水 平 线 。 前 力图 如 图 3.7 
图 3.7 (b) 所 示 。 
(3) 作 M 图。 由 内 力 计算 法 则 求 控制 截面 弯 矩 值 : 
MA 一 0 
为 了 求 出 弯 矩 极 值 ， 应 确定 剪 力 为 零 的 截面 的 位 置 : V(x) 二 16 一 10x 二 0 
一 1. 6m 


Ma 人 一 16X1. 6 一 10X1.6X1.6/2 王 12.8kN。m 
Mec 王 16X2 一 10X2X1 王 12kN。m 
Mp, =16X3—10X2X2=8kN.。m 
Mo, =8+20=28kN * m 
ME 一 2X14 一 24kN。m 
Ms=0 
图 为 抛物 线 ， 其 凸 向 同 q 指向 ; CD、DE、EB 段 内 无 均 布 
如 图 3.7(c) 所 示 。 
步骤 。 


A4C 段 内 有 均 布 荷载 ，M 
荷载 ，M 图 为 斜 直线 。 弯 窍 图 
由 此 可 知 画 内 力图 的 

















的 定 妆 





(1) 求 支 座 反 力 。 

(2) 分 段 。 分 段 的 原则 是 每 段 梁 上 的 荷载 必须 是 连续 的 ， 因 此 外 力 不 连 续 点 均 为 分 段 
点 ， 即 集中 力作 用 点 、 集 中 力 偶 作 用 点 、 分 布 荷载 的 起 点 和 终点 等 都 是 分 段 点 。 

(3) 计算 控制 截面 上 的 内 力 值 。 根 据 各 段 梁 的 内 力图 形状 ， 选 定 所 需 控 制 截面 ， 求 出 
这 些 截 面 的 内 力 值 ， 并 在 内 力图 的 基线 上 用 坚 标 给 出。 这样， 就 定 出 了 内 力图 上 的 各 控 
制 点 。 

(4) 连 线 。 根 据 各 段 梁 的 内 力图 形状 ， 将 其 控制 点 以 直线 或 曲线 相连 。 

4.， 梧 加 法 作 索 矩 图 


力学 分 析 中 的 又 加 原理 是 指 结构 中 所 有 荷载 产生 的 效果 等 于 每 一 荷载 单独 作用 时 产生 
的 效果 的 代数 和 。 现 利用 释 加 原理 来 绘制 变 矩 图 。 

1) 用 乔 加 法 作 简 支 梁 的 弯 矩 图 

图 3. 8(a) 所 示 为 一 承受 集中 力 偶 Mn、Ms 和 均 布 荷载 4 作用 的 简 支 粱 ， 现 根据 释 加 
原理 作 弯 窍 图 。 

首先 将 梁 AB 所 受 荷载 分 成 两 组 : 一 组 是 梁 两 端的 集中 力 偶 MA 、Me ， 如 图 3. 8(b) 所 
示 ; 另 一 组 是 梁 上 的 均 布 荷载 a9， 如 图 3. 8(c) 所 示 ; 然后 ， 分 别 绘制 简 支 梁 在 MA 、Me 作 
用 下 的 M 图 [图 3.8(b)] 和 简 支 梁 在 g 作用 下 的 M 图 [图 3.8(c)]; 最 后 将 同一 截面 的 纵 
标 生 加 即 得 简 支 梁 AB 在 外 力 偶 M\、Mes- 和 均 布 荷载 4 共同 作用 下 的 弯 矩 图 [图 3.8(d)]， 
这 种 利用 县 加 原理 作 弯 矩 法 的 方法 称 为 稚 加 法 。 

应 当 注意 : 弯 矩 图 的 释 加 是 指 弯 矩 纵 标的 释 加 ， 而 不 是 指 图 形 的 简单 拼合 。 

2) 分 段 琶 加 法 作 弯 和 矩 图 

利用 全 加 法 可 画 出 整 根 梁 的 弯 和 矩 图 ， 如 果 要 画 荣 二 段 梁 AB [图 3.9(a)] 的 弯 和 矩 赂 ， 
也 可 以 用 释 加 法 作 梁 段 AB -的 弯 矩 图 。 


MM gq Ma 
» > 4 8 
加 
1 7 | 
(a) 
Ms 




























































































A 
(a) 
9 
Ma ) mk jw 
( 铬 图 司 pf 
他 | m Vs 
a Ms (b) 
(b) 了 
全 
Ma Ms 
4 6 B 7 
gp 2 | Rg 
和 (9) 
(©) 
加 
村 
ul uu | Ms 0 Ms 
MitMs ,gqF MetMs gl: 
2 hg 
(gd) (d) 
图 3.8 图 3.9 
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将 





取 AB 段 为 研究 对 象 ，AB 段 除 受 均 布 荷载 的 作用 外 , 在 A、B 两 截面 上 分 别 还 应 有 
应 的 弯 矩 Ma、Ms 和 前 力 Va、Vs [图 3.9(b)], 利用 痉 加 法 夯 简 支 梁 弯 和 矩 图 的 方法 ， 
果 图 3. 9(b) 能 转换 成 图 3.9(c)， 则 AB 段 的 弯 矩 图 可 用 县 加 法 得 到 。 现 在 分 析 图 3. 9(b) 
图 3. 9(c) 是 否 等 价 。 
梁 段 AB 的 长 度 和 简 支 梁 AB 的 跨度 相等 ， 杆 端 力 偶 Ms 、Me 和 均 布 荷载 d 都 相同 。 
图 3. 9(c) 约 束 解 除 ， 用 约束 反 力 RA、Rs 代替 ， 从 平衡 条 件 出 发 ， 则 Rs 等 于 Va，Rs 
等 于 Vs。 对 比 图 3. 9(b) 和 图 3. 9(c) ， 可 发 现 两 者 受 力 情 况 完全 相同 ， 因 此 图 3. 9(b) 与 





















































多 





3.9(c) 应 具有 完全 相同 的 弯 窍 图 。 这 样 ， 就 可 以 利用 绘制 简 支 梁 AB 弯 矩 图 的 方法 来 绘 





制 
向 
分 








梁 段 AB 的 弯 算 图。 先 将 A、B 两 端 弯 矩 求 出 ， 用 虚线 连接 ， 然 后 着 加 相应 简 支 梁 仅 受 
载 g 作用 的 弯 矩 图 ， 最 终 得 到 AB 段 的 弯 矩 图 [图 3.9(d)]， 这 种 画 弯 矩 图 的 方法 称 为 
段 半 加法。 

分 段 倒 加 法 作 梁 的 弯 矩 图 的 步骤 如 下 。 

(1) 将 直 梁 划分 为 若干 段 。 

(2) 计算 各 段 梁 两 端 截 面 的 弯 矩 。 

(3) 根据 各 段 梁 两 端 截 面 的 弯 矩 (直线 相连 ) 作 弯 算 图 。 

(4) 将 各 段 梁 当 作 简 支 梁 ， 根 据 其 上 的 荷载 作 弯 矩 图 。 

(5) 将 (3)、(4) 两 步 的 弯 矩 图 相 私 加 。 

采用 分 段 番 加 法 作 弯 矩 图 ， 梁 的 分 段 点 不 一 定 取 集中 力作 用 点 及 分 布 荷载 的 起 点 和 终 






































点 ， 只 要 梁 段 上 的 外 力 引起 的 弯 矩 图 易 作 ， 梁 段 两 端 截面 的 弯 矩 易 求 ， 怎 样 分 段 都 可 以 。 
【 例 3-2】 作 图 3. 10(a) 所 示 伸 臂 梁 的 弯 矩 图。 
解 : (1) 求 支 座 反 力 。 由 衬 m=0， 得 
—RiX8—80+160X6+40X6X140X2=0 
160kN 40KN Ra=130kN( ¢) 
Sn 一 一 由 ma 二 0， 得 
| 到 | Ry X8—80—160X2—40X6X7 一 40X10=0 
Rs=310kN( 和 ) 
(2) 用 分 段 状 加 法 作 M 图 。 控 制 截 面 A、D、E、 
B、 下 将 梁 分 为 四 段 , 求 控制 截面 的 弯 矩 : 
Ma=0 
Mp=130X2+80=340kN .m 
Ms=130X4+80—160X2=280kN。m 
Ms 一 一 40X2 一 40X2X1 一 一 160kN . m 
Mr 一 0 
a 将 控制 弯 矩 绘 于 图 3. 10(b) 中 ， 凡 两 点 间 尚 有 荷 
二 过 载 者 分 别 连 虚 直 线 ， 无 荷载 者 连 实 直线 。 连 虚 直 线 的 
§ bo 0 各 段 分 别 以 虚线 为 基线 琶 加 由 荷载 引起 的 相应 简 支 染 
340 的 弯 矩 ， 这 样 的 梁 段 有 AD、EB、BF 三 段 ， 至 加 时 
(人 消去 正 负 重 释 部 分 ， 最 后 得 到 带 阴 影 线 的 弯 和 矩 图 ， 如 














图 3.10 图 3. 10(c) 所 示 。 
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5. 简 支 儿 梁 的 计算 
图 3. 11(a) 所 示 为 钢筋 混 凝 土 楼 梯 斜 染 ， 两 端 支承 在 梁 上 。 斜 梁 的 倾角 为 ， 水 平 路 
度 为 1， 斜 梁 所 受 的 荷载 分 两 种 ， 一 是 沿 水 平方 向 均 布 的 竖 向 荷载 ， 如 楼 梯 上 的 人 群 ， 二 
是 沿 楼 梯 斜 染 轴线 均 布 的 竖 向 荷载 ， 如 楼 梯 的 自重 。 斜 梁 的 计算 简 图 如 图 3. 11(b) 所 示 。 

计算 时 为 统一 ， 通 常 将 沿 楼 梯 轴 线 方向 均 布 的 楼 梯 的 自重 荷载 g, 换算 成 沿 水 平方 向 
均 布 的 荷载 gy， 如 图 3. 11(c) 所 示 。 换 算 时 可 以 根据 在 同一 微 段 上 合力 相等 的 原则 进 


行 。 即 





























qo * dr=q: * ds 
= "ds gq dz ge 
和 dz dzcosa cosa 





(a) 
图 3.11 
此 外 ， 在 进行 斜 梁 内 力 分 析 时 还 应 注意 到 ， 由 于 和 斜 梁 的 轴线 与 水 平方 向 有 一 定 的 夹 
角 ， 其 截面 上 的 剪 力 和 轴 力 的 方向 与 水 平 线 也 是 倾斜 的 ， 需 要 计算 竖 向 荷载 和 竖 向 反 力 的 
投影 。 这 也 是 斜 梁 与 直 梁 在 内 力 分 析 上 的 不 同 之 处 。 
【 例 3 - 3】、 作 图 3. 12(a) 所 示 简 支 斜 梁 的 内 力图 。 
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解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
R=—Rs— 二 ql( ) 


(2) 计算 任 一 截面 C 的 内 力 。 将 反 力 RA 和 AC 段 的 竖 向 荷载 的 合力 gx 分 别 分 解 为 对 
直 于 和 斜 梁 轴线 的 和 平行 于 斜 梁 轴 线 的 分 力 [图 3. 12(b)]， 则 
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(3) 作 内 力图 。 根 据 上 面 三 个 方程 分 别 作 出 内 力图 ，M 图 、V 图 、N 网 分 别 如 图 3. 12 
(c)、(d)、(e) 所 示 。 
读者 还 可 自行 讨论 当 B 支 座 方位 变化 时 对 内 力图 的 影响 ; 


| 3. 2 多 跨 静 定 梁 


1. 多 跨 静 定 梁 的 概念 

多 跨 静 定 梁 是 由 若干 根 梁 用 铵 相连 ， 并 用 若干 支 座 与 基础 相连 而 组 成 的 静 定 结构 。 

多 跨 梁 在 公路 桥梁 [图 3.I3(a)] 和 房屋 檀 条 [图 3.14(a)] 中 经 常 遇 到 ， 相 应 的 计 
算 简 图 如 图 3. 13(b) 和 图 :3. 14(b) 、(c) 所 示 。 
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2. 多 跨 静 定 梁 的 基本 形式 

多 跨 静 定 梁 通常 有 两 种 基本 形式 。 一 种 基本 形式 如 图 3. 15(a) 所 示 ， 其 构造 特点 是 除 
一 跨 无 贸 外 ， 其 余 各 跨 均 有 一 贸 。 另 一 种 如 图 3. 15(c) 所 示 ， 其 构造 特点 是 无 匀 跨 与 二 铵 
跨 交互 排列 。 
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3. 多 跨 静 定 梁 的 计算 方法 

前 面 已 经 学 过 单 跨 静 定 梁 内 力 的 计算 方法 ;如 果 能 够 把 多 跨 静 定 梁 划分 成 前 面 已 学 过 
的 单 跨 静 定 梁 ， 那么 就 能 计算 多 跨 静 定 梁 的 内 力 了 。 

1) 划分 多 跨 静 定 梁 的 步骤 

(1) 分 清 基 本 部 分 和 附属 部 分 。 能 独立 承受 荷载 并 维持 平衡 的 部 分 称 为 基本 部 分 ; 依 
靠 基 本 部 分 的 支承 才能 承受 荷载 并 保持 平衡 的 部 分 称 为 附属 部 分 。 由 此 可 知 ， 多 跨 静 定 染 
可 以 在 铵 处 分 解 为 以 单 跨 梁 为 单元 的 基本 部 分 和 附属 部 分 。 图 3. 15(a) 中 的 AC 部 分 为 基 
本 部 分 ， 其 余部 分 为 附属 部 分 ; 图 3.15(c) 中 的 AC、DG、HJ 部 分 为 基本 部 分 ，CD、 
GH 部 分 为 附属 部 分 。 

(2) 分 清 基 本 部 分 和 附属 部 分 的 传 荷 关系 。 基 本 部 分 受 力 不 影响 附属 部 分 ， 附 属 部 分 
的 受 力 要 传 给 基本 部 分 。 

(3) 面 层次 图 。 根 据 基本 部 分 和 附属 部 分 的 传 荷 关系 ， 把 基本 部 分 面 在 下 层 ， 而 附属 
部 分 画 在 上 层 ， 荷 载 只 能 由 上 往 下 传 ， 而 不 能 由 下 往 上 传 。 这 种 表示 传 力 层 次 关系 的 图 形 
称 为 层次 图 。 图 3. 15(a) 所 示 结 构 的 层次 图 如 图 3. 15(b) 所 示 . 图 3. 15(c) 所 示 结 构 的 层次 
图 如 图 3.15(d) 所 示 。 
2) 多 跨 静 定 梁 的 计算 
通过 画 层 次 图 ， 多 器 静 定 梁 可 划分 成 若干 个 单 跨 梁 ， 计 算 时 从 附属 的 最 高 层 算 起 ， 逐 
层 向 下 计算 ， 附 属 部 分 的 支 座 反 力 的 反作用 力 就 是 基本 部 分 的 荷载 ; 然后 画 出 各 单 跨 静 定 
梁 的 内 力图 并 将 其 连 在 一 起 ， 即 为 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 . 
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a 【 例 3-4】 作 图 3.16(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 
内 力图 。 
解 : (1) 画 出 层次 图 。 梁 ABD 固定 在 基础 
上 ， 是 基本 部 分 ; 梁 DC 固定 在 梁 ABD 上 是 附属 
, 部 分 。 故 此 ， 多 跨 静 定 梁 的 层次 图 如 图 3. 16(b) 
17kN 30kN Ra 
所 示 。 
D 区 (2) 求 支 座 反 力 。 从 层次 图 中 可 以 看 出 ， 整 
之 个 多 跨 静 定 梁 由 两 个 层次 构成 。 在 计算 时 先 算 DC 
人) 梁 ， 再 算 AD 梁 。 
ITKN 30kN 取 DC 梁 为 隔离 体 ， 受 力图 如 图 3.16(c) 
所 示 。 
Ro Re 由 mp 二 0, 得 .RE15kN (个 ) 
een Sk [ba 由 Dmc=0, 得 Ro 二 32kN 
‘ 6 取 AD 梁 为 隔离 体 ， 受 力图 如 图 3.16 (c) 
(9 所 示 。 
由 nis 三 0, 得 R= 二 9kN (个 ) 
由 m4 二 0， 得 Rp 二 63kN (个 ) 
(3) 作 内 力图 。 各 段 梁 的 支 座 反 力求 出 后 ， 
分 别 画 出 梁 ABD 和 梁 DC 的 内 力图 ， 然 后 将 其 内 
力图 连接 在 一 起 得 所 求 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 ， 如 
图 3.16(d) 和 (Ce) 所 示 。 
【 例 3-5] 图 3.17(a) 所 示 三 跨 静 定 梁 ， 全 
长 承受 集 度 为 gq 的 均 布 荷 载 ， 各 跨 跨度 均 为 /， 试 
调整 镜 C、D 的 位 置 , 使 AB 跨 及 EF 跨 的 跨 中 截 
面 正 弯 矩 与 支 座 B、E 处 负 弯 矩 的 绝对 值 相等 。 
解 : 以 x 表示 匀 C(D) 与 支 座 B(E) 之 间 的 距 
离 [图 3.17(a)]。 梁 ABC、DEF 部 分 在 竖 向 荷 
载 作用 下 能 独立 地 维持 平衡 ， 故 为 基本 部 分 。 梁 段 CD 支承 于 基本 部 分 ABC 和 DEF 的 上 
面 ， 为 附属 部 分 ,计算 先 从 附属 部 分 CD 开始 ， 其 隔离 体 如 图 3. 17(b) 所 示 。 根 据 平 衡 条 
件 ， 可 求 得 CD 梁 的 取向 约束 反 力 为 于 全 2。 将 其 反 向 作用 于 基本 部 分 上 ， 然 后 计算 基 
本 部 分 其 ABC 梁 为 隔离 体 ， 如 图 3.17(c) 所 示 (DEF 部 分 的 受 力 情况 与 ABC 部 分 相 
同 )。 在 支 座 B 处 截面 上 产生 的 负 弯 矩 为 


al(l—2x) | 1 -| [2| 
Ms [ 2 TH yg (a) 
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AB 跨 中 截面 G 的 正 弯 和 矩 按 闪 加 法 由 图 3. 17(d) 求 得 
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图 3.17 

= IMs| 
故 有 IMs|="g 2 
由 此 得 IMs| 竹 CD) 
将 式 (b) 代 入 式 (a) 得 

QZ(CL 一 zZ) ge 

2 12 

解 得 
z=0. 2113! 


匀 C、DD 的 位 置 确定 以 后 ， 即 可 画 出 三 跨 静 定 梁 的 弯 矩 图 ， 如 图 3. 17(d) 所 示 ， 将 它 
与 图 3. 17(e) 所 示 相 应 的 多 跨 简 支 梁 的 弯 矩 图 比较 后 ， 可 以 看 出 : 在 多 路 静 定 梁 中 ， 弯 和 矩 
分 布 要 均匀 些 。 这 是 由 于 多 路 静 定 梁 中 设置 了 伸 臂 梁 。 它 一 方面 减 小 了 附属 部 分 CD 的 跨 
度 ， 另 一 方面 又 使 得 伸 臂 上 的 荷载 对 基本 部 分 产生 负 弯 矩 ， 从 而 部 分 地 抵消 了 跨 中 荷载 产 
生 的 正 弯 矩 。 因 此 ， 多 跨 静 定 梁 比 相应 多 跨 简 支 梁 节 省 材料 ， 但 其 构造 要 复杂 一 些 。 

【 例 3- 6】 不 计算 反 力 而 绘 出 图 3. 18(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 内 力 

解 : 按 一 般 的 解 题 步 骤 是 先 求 出 各 支 座 反 力 及 铵 链 处 的 约束 力 ， 然后 作 梁 的 剪 力图 和 
弯 矩 图 。 但 是， 如 果 能 熟练 地 应 用 弯 矩 图 的 形状 特征 以 及 释 加 法 ， 则 在 某 些 情况 下 也 可 以 
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不 计算 反 力 而 首先 绘 出 弯 矩 图 ， 然 后 再 根据 弯 和 矩 图 作 剪 力 图 。 

E 弯 和 矩 图 时 从 附属 部 分 EG 开始 。FG 段 的 弯 矩 图 与 悬臂 梁 的 相同 ， 可 直接 绘 出 。 

瑟 间 并 无 外 力作 用 ， 故 其 弯 矩 图 必 为 一 段 直线 ， 只 需 定 出 两 个 点 便 可 绘 出 此 直线 。 ee 
Ms=—8kN. m, 而 忆 处 为 匀 ， 其 弯 矩 应 等 于 零 ， 即 Mr 王 0。 因 此 ， 将 以 上 两 点 连 以 直线 
并 将 其 延长 至 DD 点 之 下 ， 即 得 DF 段 梁 的 弯 和 矩 图 ， 并 可 定 出 Mo 一 8EKN，m。 用 同样 的 方法 
可 绘 出 BD 段 梁 的 弯 窍 图 。 最 后 ，AB 段 梁 的 弯 矩 图 便 可 用 到 加 法 绘 出 。 这样， 就 未 经 计 
算 反 力 而 绘 出 了 全 梁 的 弯 矩 图 ， 如 图 3. 18(b) 所 示 。 

有 了 弯 和 矩 图 ， 剪 力图 即 可 根据 微分 关系 或 平衡 条 件 求 得 。 对 于 弯 矩 图 为 直线 的 区 段 ， 
利用 弯 和 矩 图 的 坡度 ( 即 斜率 ) 来 求 前 力 是 很 方便 的 ， 例 如 ，DF 段 梁 的 剪 力 值 为 


Vir=— 针 8=—4kN 


至 于 剪 力 的 正 负 号 ， 可 按 如 下 方法 迅速 判定 : 若 弯 矩 图 是 从 基线 顺 时 针 方向 转 的 (小 


于 90 的 转角 )， 则 剪 力 为 正 ， 反 之 为 负 。 据 此 可 知 ，Vnr 为 负 值 : 同 理 BD 段 梁 的 剪 力 
值 为 
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对 于 弯 和 矩 图 为 曲线 的 区 段 ， 则 根据 弯 矩 图 的 切线 斜率 来 计算 剪 力 并 不 方便 ， 此 时 可 利 
用 杆 段 的 平衡 条 件 来 求 得 其 两 端 前 力 。 例如 AB 段 梁 ， 可 取出 该 段 梁 为 隔离 体 ( 在 截面 A 
右 和 B 左 处 截断 )， 受 力图 如 图 3.18(@) 所 示 。 
由 Ma 二 0, 得 
一 和 mm 一 4X4X2 一 & 二 (0 
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Va 王 一 10kN 
由 沁 Ms 一 0, 得 
—4Vas+4X4X2—8=0 
Vas =6kN 
求 得 AB 段 两 端 剪 力 ， 在 均 布 荷载 作用 区 段 剪 力 图 应 为 斜 直线 ， 故 将 以 上 两 点 连 以 直线 即 
得 AB 段 梁 的 剪 力 图 。 整 个 多 跨 静 定 梁 的 剪 力 图 如 图 3. 18(d) 所 示 。 


本 章 小 结 


本 章 首 先 通过 对 简 支 梁 、 外 伸 梁 、 悬 臂 梁 等 单 跨 静 定 梁 的 内 力 计算 和 内 力图 的 绘制 ， 
复习 了 求 控制 截面 内 力 的 方法 及 普 和 矩 、 剪 力 与 荷载 集 度 的 关系 , 列 出 了 内 力图 形 的 特征 ; 
对 单 跨 斜 梁 也 作 了 进一步 的 介绍 ; 在 单 跨 梁 用 琶 加 法 绘制 弯 矩 图 的 基础 上 ， 又 着 重 学 习 了 
用 分 段 释 加 法 绘制 灾 矩 图 ; 研究 了 多 跨 静 定 梁 反 力 和 内 力 的 计算 及 内 力图 的 绘制 ,采用 层 
次 图 的 方式 将 多 跨 静 定 梁 的 基本 部 分 与 附属 部 分 分 开 ; 使 多 跨 静 定 梁 可 以 拆 成 若干 个 单 跨 
梁 , 绘 出 其 内 力图 ， 进 而 得 到 整个 多 跨 静 定 梁 的 内 为 图 。 























关键 术语 


静 定 结构 (statically determinate structure); 梁 (heam); 梁 式 结构 (beam - type struc- 
ture); 跨度 (span); 简 支 梁 (simple beam); 悬臂 粱 (cantilever beam); 外 伸 梁 (overhang 
beam); 斜 梁 (skeW beam); 内 力 (internal foree); 前 力 (shearing force);， 弯 和 矩 (bending 
moment); 内 力图 (internal force diagram); “ 闭 加 法 (superposition method); 静 定 多 跨 梁 
(statically determinate multi span beam); 基本 部 分 (basic portion); 附属 部 分 (accessory 
part); 层次 图 (laminar superposition diagram)。 


习 题 3 


一 、 思 考题 

1. 用 共 加 法 作 弯 矩 图 时 ,为 什么 是 竖 标 的 琶 加 .而 不 是 图 形 的 拼合 ? 

2. 结构 的 基本 部 分 与 附属 部 分 是 如 何 划 分 的 ? 荷载 作用 在 结构 的 基本 部 分 上 时 ， 在 附 
属 部 分 是 否 会 引起 内 力 ? 若 荷载 作用 在 附属 部 分 时 ， 是 否 在 所 有 基本 部 分 都 会 引起 内 力 ? 

3. 为 什么 说 一 般 情况 下 ， 多 跨 静 定 梁 的 弯 矩 比 一 系列 相应 简 支 梁 的 弯 矩 要 小 ? 

4. 怎样 根据 静 定 结构 的 几何 组 成 情况 (与 地 基 按 两 刚 片 、 三 刚 片 规则 组 成 ， 或 具有 基 
本 部 分 与 附属 部 分 等 ) 来 确定 计算 反 力 的 顺序 和 方法 ? 

5 当 不 求 或 少 求 反 力 而 迅速 作出 弯 矩 图 时 ， 有 哪些 规律 可 以 利用 ? 


























二 、 填空 题 
1. 静 定 结构 的 静 力 特征 是 ， 可 用 求 出 全 部 反 力 和 内 力 ; 其 几何 特征 是 : 
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结构 为 不 变 体 系 ， 且 无 联系 。 

2. 静 定 梁 内 力 分 析 的 基本 方法 是 ， 隔 离 体 上 建立 的 基本 方程 
是 

3. 用 截面 法 计算 指定 截面 的 内 力 为 : 剪 力 等 于 截面 的 所 有 外 力 沿 截面 
方向 的 投影 代数 和 ; 弯 矩 等 于 截面 的 所 有 外 力 对 形 心 的 力矩 代 
数 和 。 

4. 图 3.19 所 示 梁 中 ，BC 段 的 剪 力 V 等 于 ，DE 段 的 弯 和 矩 等 








。 
5. 已 知 AB 梁 的 M 图 如 图 3. 20 所 示 ， 当 该 梁 的 抗 弯 刚度 改 为 2ETI， 而 荷载 不 变 时 ， 























其 最 大 弯 矩 值 为 kN。m。 
| "| iokNm 
D 
pe 4 2 ~ >- EI 4 
| BE RA NE | 15kNm 20kNm 
图 3. 19 图 3.20 

6. 工程 中 常见 的 三 种 单 跨 静 定 梁 分 别 是 
7. 荷载 集 度 与 剪 力 和 弯 矩 之 间 的 关系 是 
8. 在 画 梁 的 内 力图 时 ， 集 中 力作 用 处 有 突变 ， 集 中 力 偶 作 用 处 有 
9. 一 个 人 站 在 简 支 梁 中 点 所 产生 的 弯 矩 大约 是 躺 在 该 梁 上 所 产生 的 弯 矩 的 

售 。 
三 、 判断 题 


1. 图 3.24 所 示 为 一 杆 段 的 M、V 图 , 若 V 图 正确 ， 则 M 图 一 定 是 错误 的 。(  ) 
2. 图 3. 22 所 示 梁 的 弯 矩 图 是 正确 的 。( 。 ) 


\ P Pp 
* AM 图 | | 


9 1 图 | 一 一 二 -一 人 一 ~ 一 -| 
3.21 图 3.22 




















3. 荷载 作用 在 静 定 多 跨 梁 的 附属 部 分 时 ， 基 本 部 分 一 般 内 力 不 为 零 . (  ) 
4. 多 跨 静 定 梁 仅 当 基 本 部 分 承受 荷载 时 ， 其 他 部 分 的 内 力 和 反 力 均 为 零 .( ) 

5. 在 无 前 力 直 杆 中 ,各 截面 弯 算 不 一 
定 相等 。(  ) 

6. 图 3. 23 所 示 结 构 M 图 的 形状 是 正 
确 的 。( 天 




















入 


的 定 灯 





图 3. 24 所 示 同 一 简 支 斜 粱 ， 分 别 承受 图 示 两 种 形式 不 同 、 集 度 相 等 的 分 布 荷 载 


时 ， 其 弯 阜 图 相同 。(  ) 


卫 





图 3.24 
四 、 选 择 题 
1. 对 于 水 平 梁 某 一 指定 的 截面 来 说 ,在 它 (  ) 的 外 力 将 产生 正 的 剪 力 。 
A. 左 侧 向 上 或 右 侧 向 下 B. 左 侧 或 有 侧 向 于 
C. 左 侧 向 下 或 右 侧 向 上 D. 左 侧 或 右 侧 向 下 
2. 对 于 水 平 梁 某 一 指定 的 截面 来 说 ,在 它 ( ;的 槛 向 外 力 将 产生 正 的 弯 矩 。 
A. 左 侧 向 上 或 右 侧 向 下 B. 左 侧 或 右 侧 向 上 
C. 左 侧 向 下 或 右 侧 向 上 D: 左 侧 或 右 侧 向 下 


. 简 支 梁 受 均 布 荷载 作用 如 图 3. 25: 所 示 , 以 下 结论 中 ( ) 是 错误 的 。 


A. 4AC 段 ， 剪 力 表达 式 为 V 二 二 
B.AC 段 ， 杰 矩 表达 式 为 MCz) 一 二 daz 
C. CB 段 ， 剪 力 表 达 式 为 V=+ aga) 


D. CB'\ 段 ， 弯 和 矩 表达 式 为 M2) Sh) 


. 图 3. 26 所 示 悬 臂 梁 截面 B 上 的 剪 力 值 和 弯 和 矩 值 分 别 为 ( 。 )。 


入 多 ， 0 B. gua, 0 心 下 D. aa， 2 


. 图 3. 27 所 示 简 支 梁 中 间 截 面孔 上 的 内 力 为 (  )。 





A. M=0, V=0 B. M=0, V0 C. Mz#0, V=0 D. MA0, VA0 




















图 3.25 图 3.26 图 3.27 
图 3. 28 所 示 结 构 所 给 出 的 M 图 形状 是 (。”)。 
A. 不 能 判定 B. 错误 的 
C. 有 一 部 分 是 错误 的 D. 一 定 条 件 下 是 正确 的 
妈 3. 29 所 示 结 构 ( )。 
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A. ABC 段 有 内 力 B. ABC 段 无 内 力 
C. CDE 段 无 内 力 D. 全 梁 无 内 力 
Pp 
M 
gq 
rE 
TT > | 
图 3.28 图 3.29 
8. 图 3. 30 所 示 结 构 弯 和 矩 图 的 形状 为 (  )。 
\ am 
P Pp 
ai oa 
2ET El El 
< ED JP 
1 了 
FF 一 下 一 一 小 一 
b. ~ 
图 3.30 
9， 如 图 3. 31 所 示 ， 该 结构 的 跨 中 弯 矩 为 ( x 
A，3kN，m， 下 侧 受 拉 B. 3kN。m， 上 侧 受 拉 
C. 4kN . m, 下 侧 受 拉 D.-4kN . m， 上 侧 受 拉 
10, 图 3. 32 所 示 梁 中 ，Mz 和 B 支 座 竖 向 反 力 Fs 应 为 ( ) 
A. Ms 兰 F/4( 上 部 受 拉 )，Fsp 二 0 B. Me=0, Fs=F() 
C. MS0, Fs=F/2( 1) D. Me 二 F/4( 上 部 受 拉 )，Fs 二 F/2( 个 ) 
F 
kN 2kN/m 济 B E F 
本 站 Dm » 炮 : D 2 
于 Fp 
图 3.31 图 3.32 











11. 图 3. 33 所 示 的 多 跨 静 定 梁 ， 截面 K 的 弯 矩 (以 下 侧 受 拉 为 正 )Mk 为 (  )kN .mo。 





A. 5 B. 6 C. 9 D. 13 
12. 如 图 3. 34 所 示 , 梁 A 端 弯 矩 为 ( 上 

A.M B. 0 C. 2M D. 3M 
五 、 计算 题 


1. 试 作 图 3. 35 所 示 单 跨 梁 或 柱 的 内 力图 。 











| | 6kN 4kNm SkN/m 
六 大 四 A : 及 了 行 B CC 7 Dp 了 
2 2m am mm, 2m mm 4 | 上 3m >| | 
图 3.33 图 3.34 





| 20kN/m 





E 





Fe 4m 于 4m 十 也 寺 





3.35 
2. 用 分 段 秋 加 法 作 图 3. 36 所 示 梁 的 弯 矩 图 。 


30kN.m 20kN 





图 3.36 


3. 试 判断 图 3. 37 所 示 内 力图 正确 与 否 ， 将 错误 改正 。 
4. 试 作 图 3. 38 所 示 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 。 
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20kN 









上 pe 2kN/m IkKN 1skNm 10kN/m 
入 





A 
ln 


中- 2m =| 


1.5m 














(a) (b) 
3kNm 4kN | 1kN/m ”* 
2m | im | 2m Im | Im 
人 四 
图 3,38 
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(b) 





图 3.39 
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欧 定 平面 刚 架 
































GF 上 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
党 所 刚 架 的 分 类 
前 定 平面 刚 架 的 内 力 计算 、 内 力图 5 人 
nt 字 据 是 悄 刚 架 、 障 支 而 加、 三 绞 刚 架 的 内 力图 
掌握 刚 结 此 的 校 核 
E> 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
村 件 的 强度 、 位 移 和 超 赵 定 结构 计算 
出 架 的 内 力 计算 及 内 力图 的 绘制 党 担 Re 汪 
结 点 平 入 党 所 计算 绍 果 的 校 核 、 判 断 刚 架 的 变形 
sx 
信号 灯 支 架 上 的 力学 


在 街道 的 路 口 处 ， 支 撑 着 信号 灯 的 支架 一 般 如 图 4. 1 所 示 ， 悬 臂 杆 上 固定 有 若干 个 信号 灯 及 指示 牌 。 
信号 灯 及 指示 牌 的 自重 、 悬 臂 杆 的 自重 、 大 型 
车 辆 通行 时 引起 的 动 荷载 以 及 风 荷 载 等 荷载 
作用 ,都 将 通过 与 柱 相连 的 刚 结 点 传 到 柱 上 ， 
再 通过 埋设 在 地 面 下 的 基础 传 到 大 地 上 。 

与 前 面 研究 的 梁 相 比 ， 该 支架 除了 有 水 平 
的 悬臂 梁 杆 件 ， 还 有 竖 直 的 柱 杆 件 ， 以 及 连接 
梁 与 柱 的 刚 结 点 、 连 接 柱 与 大 地 的 固定 端 。 

悬 篆 梁 杆 件 的 内 力 计算 及 内 力图 的 绘制 
仍 如 前 所 述 ， 其 上 的 荷载 作用 通过 刚 结 点 传 到 
柱 上 ,在 柱 上 也 必 将 引起 内 力 。 本 章 将 对 这 种 
由 若干 个 粱 、 柱 及 斜 杆 等 杆 件 通过 刚 结 点 组 成 
的 结构 ， 进 行内 力 计算 并 绘制 内 力图 形 。 
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| 4. 1 刚 架 的 特点 及 类 型 


1. 刚 架 的 特点 


刚 架 是 由 若干 个 直 杆 ， 通 过 全 部 或 部 分 刚 结 点 组 成 的 结构 。 图 4. 2(a) 所 示 为 一 门 式 刚 
架 的 计算 简 图 ， 其 结 点 C 和 DD 是 刚 结 点 。 在 刚 结 点 处 ， 各 杆 端 不 能 发 生 相 对 移动 和 相对 
转动 ， 因 而 各 杆 件 间 的 夹 角 始终 保持 不 变 ， 如 图 4. 2(a) 所 示 ，C、D 刚 结 点 变形 前 后 始终 
保持 直角 。 如 果 把 图 4. 2(a) 中 的 刚 结 点 改 为 铵 结 点 ， 体 系 便 变 成 几何 可 变 体系 ， 如 图 4. 2(b) 
所 示 ， 要 使 它 成 为 几何 不 变 体系 可 增加 杆 BC [图 4. 3(c)]。 可 见 ， 刚 架 依靠 刚 结 点 可 用 较 
少 的 杆 件 便 能 保持 其 几何 不 变性 ， 而 且 内 部 空间 大 ,便于 利用 。 由 于 刚 结 点 能 约束 杆 端 之 
间 的 相对 转动 ， 故 能 承受 和 传递 弯 和 矩 ， 可 以 削减 结构 中 弯 矩 的 峥 值 ， 使 弯 矩 分 布 较 均 
匀 ， 节 省 材料 。 图 4. 3(a) 中 的 梁 和 柱 的 结 点 为 匀 结 点 5 图 水 3(Cb) 为 同 高 、 同 跨度 的 刚 
架 ， 即 粱 和 柱 的 结 点 为 刚 结 点 ， 当 承受 同样 荷载 时 "其 弯 算 图 如 图 4.3(b) 所 示 。 可 见 
由 于 刚 结 点 能 承担 弯 矩 ， 使 图 4. 3(b) 中 横梁 跨 中 弯 矩 的 峰值 比 图 4. 3(a) 中 梁 的 小 ， 且 
分 布 均匀 。 刚 架 中 的 各 杆 为 直 杆 ， 便 于 加 工 制作 ， 因 此 ， 刚 架 在 实际 工程 中 得 到 广泛 的 
应 用 。 

















| 





90° 0 


(a) 


2. 刚 架 的 类 型 
静 定 平面 刚 架 按 其 支 座 约束 的 不 同 ， 基 本 上 可 以 分 为 简 支 刚 架 [图 4. 4(a)]、 悬 臂 刚 架 

















寺 # 世 。 静 定 平面 出 架 


[图 4.4(b)] 和 三 铵 刚 架 [图 4 4(c)]。 由 上 述 三 种 刚 架 中 的 某 一 种 作为 基本 部 分 ， 再 按 几何 
不 变 体系 的 组 成 规则 连接 相应 的 附属 部 分 组 合 而 成 的 结构 称 为 组 合 刚 架 [图 4. 4(d)]。 


(b) (d) 


图 4.4 

图 4. 5(a) 所 示 为 一 站 台 的 雨 棚 ， 其 计算 简 图 如 图 4. 5(b) 所 示 图 4. 6(a) 所 示 为 水 利 
工程 中 的 钢筋 混凝土 渡槽 ， 在 横向 计算 中 ， 计 算 简 图 为 简 支 的 上 形 刚 架 [图 4.6(b)]， 
图 4.7(a) 所 示 为 单 层 厂房 或 仓库 的 屋 架 其 计算 简 图 如 图 ?Cb) 所 示 。 





(0 



























细 石 混凝土 填 缝 


(a) (b) 二) (b) 





12 水 泥 砂 区 


(a) (b) 


| 4. 2 静 定 刚 架 支 座 反 力 的 计算 





在 静 定 平面 刚 架 的 受 力 分 析 中 ,通常 是 先 求 支 座 反 力 ， 青 求 控制 截面 的 内 力 ， 最 后 作 
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内 力图 。 计 算 支 座 反 力 时 ， 要 注意 刚 架 的 几何 构造 特点 ， 当 刚 架 与 基础 按 两 刚 片 规则 组 成 
时 ， 支 座 反 力 有 三 个 ， 取 刚 架 整体 为 隔离 体 ， 用 平面 一 般 力 系 平衡 方程 即 可 求 得 全 部 支 座 
反 力 ; 当 刚 架 与 基础 按 三 刚 片 规则 组 成 时 (如 三 贸 刚 架 )。 支 座 反 力 有 四 个 ， 应 先 取 刚 架 整 
体 为 隔离 体 ， 用 平面 一 般 力 系 平衡 方程 求 得 竖 向 支 座 反 力 ， 再 取 刚 架 的 左 半 部 (或 右 半 部 ) 
为 隔离 体 建立 一 个 平衡 方程 (通常 是 对 中 间 铵 取 矩 的 平衡 方程 )， 即 可 求 出 水 平 支 座 反 力 ; 
当 刚 架 是 由 基本 部 分 与 附属 部 分 组 成 时 ， 应 遵循 先 附属 部 分 后 基本 部 分 的 计算 顺序 求 其 支 
座 反 力 。 
【 例 4- 1 计算 图 4.8(a) 所 示 三 贸 刚 架 的 支 座 反 力 。 

































































10kN/m 10kN/m 


(b) 





解 : 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 4. 8(B) 所 示 。 

Ems=0, —8YA—20X2+10X8X4=0,， Y=35kN( 人) 

Dma=0, 8Ys~20X2—10X8X4=0, NY¥s=45kN( ‘) 
取 BC 部 分 研究 对 象 ， 由 mc 二 0 ， 得 

4XF 十 45 兴 4 一 10X4X2 一 OCXs 一 25kN(< 一 ) 
取 整 体 为 研究 对 象 ， 直 也 久 二 0 ,得 
XA+20—25=0r, XA=5kN(—) 

【 例 4-23 “计算 图 4.9(a) 所 示 组 合 刚 架 的 支 座 反 力 。 
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图 4.9 


解 : (1) 取 附 属 部 分 DC 为 隔离 体 ， 受 力图 如 图 4. 9(c) 所 示 。 
列 平衡 方程 ， 得 

ZEmp=0, qsX4X2—YcX8=0 

X=0, —Xp+gsX4=0 
ZY=0, Yo—Yc=0 
解 得 
Yc=2kN(Y); Xp=8kN; Ybp=Yc=2kN 

(2) 取 基 本 部 分 AB 为 隔离 体 ， 受 力图 如 图 4. 9(b) 所 示 。 
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Er=0, 一 XA 十 g X6 十 g X2 十 Xp 一 0 
Ema=0; YsX12—XpX4—YbX12—gX2X5—qX6X3=0 
Ems=0, 有 ZrX12 一 和 X6X3 一 X0OX4 一 和 X2X5 一 0 




















解 得 
Xa=30kN(<—); YA=8.83kN(y); Ys=10.83 kN(¢) 


| 4. 3 静 定 刚 架 的 内 力 计 算 与 内 力图 


1. 静 定 刚 架 的 内 力 计算 

刚 架 的 内 力 有 弯 和 矩 、 剪 力 和 轴 力 。 弯 和 矩 不 规定 正 负 号 ， 剪 力 和 轴 力 的 正 负 号 规定 与 梁 
相同 。 弯 和 矩 、 剪 力 和 轴 力 计算 方法 与 梁 也 大 体 相 同 ， 即 任 一 截面 的 轴 力 等 于 截面 一 侧 所 有 
外 力 沿 截面 法 线 方向 投影 的 代数 和 ， 外 力 背 离 截 面 引起 的 轴 力 为 正 ， 指 向 截面 引起 的 轴 力 
为 负 。 任 一 截面 的 剪 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 沿 截面 友 向 投影 的 代数 和 ， 外 力 对 所 研究 截 
面 产 生 顺 时 针 转 动 为 正 剪 力 ， 反 之 为 负 。 任 一 截面 的 弯 符 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 对 截面 形 
心力 矩 的 代数 和 。 

为 了 区 别 相交 于 同一 结 点 的 不 同 杆 件 横 蕉 面 的 内 力 ， 使 之 表达 得 清晰 ， 在 内 力 符 号 后 
面 引用 两 个 脚 标 : 第 一 个 表示 内 力 所 属 截面 ;第 二 个 表示 该 截面 所 属 杆 件 的 另 一 端 。 例 如 
杆 件 BC，B 端的 弯 矩 用 Mix 表示 ,而 端的 弯 矩 则 用 Ma 表示 。 

2. 静 定 刚 架 的 内 力图 

刚 架 内 力图 基本 作法 是 把 刚 架 拆 成 若干 个 杆 件 , “计算 各 杆 件 的 杆 端 内 力 后 分 别 绘 出 内 
力图 ,将 各 杆 件 内 力图 合 在 一 起 即 可 得 到 刚 架 的 内 力图 。 绘 制 内 力图 时 应 注意 :; 弯 矩 图 画 
在 杆 件 的 受 拉 侧 ， 不 注 明 正 负 号 ; 剪 力 图 和 轴 力 图 可 画 在 杆 件 的 任 一 侧 ， 但 必须 注 明 正 
负 号 。 

1) 悬臂 刚 架 的 内 力图 

悬臂 刚 架 由 于 支 座 一 端 为 固定 端 ， 另 一 端 为 自由 端 ， 因 此 一 般 可 以 不 先 求 支 座 反 力 ， 
而 从 自由 端 开始 求 内 力 。 

【 例 4-3】 作 图 4.10(a) 所 示 悬 辟 刚 架 的 内 力图 。 

解 : (1) 作 M 图 。 

本 刚 架 可 按 三 根 杆 考虑 。 由 弯 矩 计算 法 则 直接 计算 各 杆 杆 端 弯 矩 值 。 

Mes = 二 0， Ma 一 8X4 一 32kN 。m( 上 侧 受 拉 ) 

Mom 一 0， Mb 一 2X4X2 王 16kN。m( 上 侧 受 拉 ) 

Ma 一 8X4 一 2X4X2 一 16kN .。m( 右 侧 受 拉 )，Mw 王 16kN .mt( 右 侧 受 拉 ) 

在 杆 的 受 拉 边 画 弯 和 矩 图 的 竖 标 。 杆 CB 和 杆 BA 上 无 荷载 ， 将 杆 的 两 端 杆 端 弯 矩 的 竖 
标 连 以 直线 ， 即 得 杆 CB 和 杆 BA 的 弯 和 矩 图 。 杆 BD 上 有 向 下 的 均 布 荷载 作用 ， 又 由 于 也 
截面 剪 力 为 零 ， 故 将 杆 的 两 端 杆 端 弯 矩 的 竖 标 用 凸 向 下 的 抛物 线 连接 ,抛物线 在 卫 点 处 与 
杆 件 轴线 相 切 ， 即 得 杆 BD 的 弯 矩 图 。 刚 架 的 M 图 如 图 4. 10(b) 所 示 。 

(2) 作 V 图 。 
由 剪 力 计算 法 则 直接 计算 各 杆 杆 端 剪 力 值 。 
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| SEN 4-2kNim 








4m 4m 


(a) 











(0) (© (d) 
图 4.10 


Ve =VE =—8kN Ym 
Vm=0, Ve =2X4=8kN 
VaEY 必 0 
前 力图 的 紧 标 可 画 在 杆 的 任 一 边 ， 但 必须 标明 正 负 号 。 将 各 杆 杆 端 剪 力 竖 标 连 以 直 
线 ， 即 得 各 杆 的 前 力图 。 刚 架 的 V 图 如 图 4. 10(c) 所 示 。 


(3) 作 六 图 。 

由 轴 力 计算 法 则 直接 计算 各 杆 杆 端 轴 力 值 。 
Ne 一 Ne 一 0 
No 二 Nam 王 0 


Na 一 Na 一 一 8 一 4X2 一 一 16KN 
轴 力 图 的 竖 标 可 画 在 杆 的 任 一 边 ， 但 必须 标明 正 负 号 。 将 各 杆 杆 端 轴 力 竖 标 连 以 直 
线 ， 即 得 各 杆 的 轴 力 图 。 刚 架 的 N 图 如 图 4. 10(d) 所 示 。 
(4) 校 核 。 
对 于 弯 矩 图 ,通常 是 检查 刚 结 点 处 是 否 满足 力 窍 平衡 条 件 。 例 如 取 结 点 B 为 隔离 体 ， 
在 隔离 体 的 截面 上 分 别 画 上 计算 所 得 的 杆 端 内 力 [图 4. 10(e)]， 有 
了 ma 一 32 一 16 一 16 一 0 





可 见 ， 这 一 平衡 条 件 满足 。 
通过 上 述 结 点 平衡 条 件 研究 可 以 发 现 ， 由 两 个 以 上 杆 相交 组 成 的 刚 结 点 ， 当 结 点 处 无 
集中 力 偶 作 用 时 ， 所 有 杆 端 弯 矩 代数 和 为 零 。 


区 卫生 前 定 平面 隐 架 





为 了 校 核 前 力图 和 轴 力 图 的 正确 性 ， 可取 刚 架 的 任何 部 分 为 隔离 体检 查 沁 X= 二 0 和 
之 Y 王 0 是 否 得 到 满足 。 例 如 结 点 B 为 隔离 体 [图 4. 10(e)]， 有 
EX=0 
DY=16—8—8=0 
故 知 此 结 点 投影 条 件 无 误 。 
2) 简 支 刚 架 的 内 力图 
简 支 刚 架 端 部 均 有 支 座 约束 存在 ， 求 内 力 时 至 少 要 考虑 截面 一 侧 外 力 ， 故 须 先 确定 支 
座 反 力 。 
【 例 4-4】 绘制 图 4.11(a) 所 示 简 支 刚 架 的 内 力图 。 
解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
取 刚 架 整 体 为 隔离 体 ， 受 力 分 析 如 图 4. 11(a) 所 示 。 
DX=0, 4—X4=0, XA=4kN(<D) 
Ema=0, YpX6—10X6X3—4X3=0, “Yhps32kN(‘) 
Emp=0, 10X6X3—4X3—YaX6%®0\_Yn=28kN(¢) 
































































































10kN/m 
B_12 
B c 
El 
人 
1 
4 全 
(9 四 
Myc=12kN-m 
4 32 Vsc=28kN 
Ma=12kN'm 
外 | ar 
WKN) Na 一 28KN 
四 OD 国 
Ma12KNm 
Msc=l2kNm 10kNm RS B Nc Nes ce 
( i a | 二 
| 加 加 Vsc=28kN Ves=32kN 
4kN E 
Vec Ves = Nk Nep 


< 一 me 


(h) [0 0 [3] 


图 4.11 
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(2) 作 M 图 。 


本 刚 架 可 按 三 根 杆 考虑 。 由 弯 矩 计算 法 则 直接 计算 各 杆 杆 端 弯 矩 值 。 





Ma 一 0， 


在 杆 受 拉 边 的 杆 端 画 上 计算 所 得 的 弯 矩 竖 标 ， 
标 先 连 以 虚线 ,再 肥 加 相应 简 支 梁 受 该 集中 力作 用 的 弯 矩 图 ， 
(c)]。BC 杆 上 有 均 布 荷载 作用 ， 将 杆 端 弯 矩 紧 标 先 连 以 虚线 ， 再 蚕 加 相应 简 支 梁 受 
布 荷 载 作 用 的 弯 和 矩 图 ， 即 为 此 杆 的 弯 矩 图 [图 4. 11(d 
和 矩 竖 标 连 以 直线 ， 即 为 该 杆 弯 矩 图 。 刚 架 的 M 图 如 


(3) 作 V 图 。 


由 剪 力 计算 法 则 直接 计算 各 杆 杆 端 剪 力 值 。AB 杆 上 ， 


段 计算 。 


Va 


Mia 


Mc =0 


rc =0 














=4X6—4X3=12kN。 
Mx 二 32X6 一 10X6X3==12kN。m( 下 侧 受 拉 )， 


m( 右 侧 受 拉 ) 
Mo =0 


)]。CD 杆 上 无 荷载 作 
4.11(b) 所 示 。 











Ve =4kN, VE 一 VE 二 (4 一 4 一 0 
Vi =28kN, Vo=732kN 
Vm=0,, Vir=0 


将 各 杆 杆 端 剪 力 竖 标 连 以 直线 ， 即 得 各 杆 的 剪 力 图 。 


(4) 作 N 图。 


由 轴 力 计算 法 则 直接 计算 各 杆 杆 端 轴 力 值 。 


Ns =Nam=—28kN 
Ni = Ne =0 
No 一 Nr 一 一 32KN 





4B 杆 上 有 集中 力作 用 ， 将 杆 端 弯 矩 竖 
即 为 此 杆 的 弯 矩 图 [图 4. 11 


该 均 




















由 于 集中 力作 用 ， 剪 力 应 


， 将 杆 端 弯 


分 两 


刚 架 的 V 图 如 图 4. 11(e) 所 示 。 


将 各 杆 杆 端 轴 为 竖 标 连 以 直线 ， 即 得 各 杆 的 轴 力 图 。 刚 架 的 N 图 如 图 4. 11(D) 所 示 。 


(5) 校 核 


以 结 点 B 为 例 作 校 核 。 在 刚 架 中 取 刚 结 点 B 为 隔离 体 [图 4. 11(g)]， 有 


通过 上 述 结 点 平衡 条 件 研究 可 


作用 时 ， 


结 点 两 侧 弯 矩 必 相 等 相反 ， 


ZFms=12—12=0 
SX=0 
ZY=28—28=0 





侧 为 外 侧 受 拉 男 一 侧 
【 例 4-5】 对 于 图 
解 : 例 4-4 题 作 V 


利用 杆 端 
(1) 求 杆 端 剪 力 。 
取 BC 杆 为 隔离 体 ， 





CMe 一 0)， 未知 杆 端 前 
程 ， 得 
Smc=0, 


根据 已 经 作出 的 弯 矩 图 
力 Vg 和 Vos 按 正 方向 画 


这 





弯 矩 求 杆 端 前 力 ， 最 后 取 结 点 为 隔离 体 ， 利 用 杆 端 剪 力求 杆 





一 6Vr 一 12 十 10X6X3 一 0， 


画 出 ， 如 图 4.11(h) 所 示 。 


规律 将 加 速 刚 架 弯 


侧 受 




















和 矩 图 的 


的 荷载 及 支 座 
然后 取 杆 件 为 隔离 体 ， 
端 轴 力 。 


[以 发 现 ， 两 杆 汇 交 于 一 个 刚 结 点 ， 当 结 点 处 无 集中 力 偶 
且 如 果 一 侧 为 内 侧 受 拉 则 另 一 侧 也 为 内 
也 为 外 侧 受 拉 ， 即 同 侧 受 拉 。 
4.11(a) 所 示 简 支 刚 架 。 试 根据 M 图 作 其 V 图 和 NN 
图 和 NN 图 时 ， 杆 端 剪 力 和 杆 端 轴 力 是 根据 截面 一 侧 
反 力 用 计算 法 则 直接 求 出 的 。 现 在 介绍 另 一 种 作法 : 首先 作 M 图 ， 


受 拉 ， 如 果 


会 制 。 





[图 4.11(b)] 画 出 杆 端 截面 的 弯 和 矩 Mac 











Vac =28kN 


应 











平衡 方 








“可 4 晶 。 况 定 平面 出 架 














了 ma 一 0， 6Ves—12—10X6X3=0, Vos=—32kN 
同 理 ， 取 AB 杆 为 隔离 体 [图 4.11(i)]， 可 得 
Vas=4kN, Vm=0 
(2) 求 杆 端 轴 力 。 
取 了 3 结 点 为 隔离 体 ， 根 据 已 经 作 的 剪 力 图 [图 4.11(b)] 夯 出 杆 端 截面 的 剪 力 Vi 
(Vm 二 0)， 未 知 杆 端 轴 力 Na 和 Nr 设 为 拉力 ， 如 图 4. 11G) 所 示 。 应 用 平衡 方程 ， 得 
TX=0, Na 一 0 
ZY=0,， 一 Na 一 28 王 0， Na 一 一 28KN 
同 理 ， 取 C 结 点 为 隔离 体 [图 4. 11(k)]， 可 得 
Na=0， Nw=—32kN 
两 种 方法 所 得 的 结果 相同 。 对 于 复杂 的 情况 ， 以 第 二 种 方法 较为 方便 。 
3) 三 铵 刚 架 的 内 力图 
计算 三 铵 刚 架 内 力 必 须 先 求 支 座 反 力 ， 求 支 座 反 力 时 必须 整体 平衡 与 局 部 平衡 联合 
应 用 。 
【 例 4- 6】 作 图 4.12(a) 所 示 三 贸 刚 架 的 内 力图 。 














6kN/m 



































解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
取 刚 架 整体 为 隔离 体 ， 由 平衡 条 件 得 

了 mp 一 0， —8Ya+6X8X4=0, Ya=24kN( +) 

Ema=0, 8Ys—6X8X4=0, Ys=24kN(¢) 
取 AC 部 分 为 隔离 体 ， 由 mc 二 0， 得 

6X4A 十 6X4X2 一 24X4 一 0， Xa 二 8kN( 一 ) 
取 整 体 为 研究 对 象 ， 由 之 X 一 0， 得 
一 Xs 十 8 王 0， Xp=8kN(<—) 
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NN 


(2) 作 M 图 。 
计算 各 杆 杆 端 弯 矩 值 : 


Mw 二 0， Mm 一 8X4 二 32kN，m( 左 侧 受 拉 ) 


Mr 一 32kN。m( 上 侧 受 拉 ) ， 


Mom 王 0 


Mz 二 0， Me- 二 8X4 二 32kKN。m( 上 侧 受 拉 ) 


Mss 二 32kKN，m( 右 侧 受 拉 )， 


Ma =0 


杆 AD、BE 上 无 荷载 作用 ， 两 端 这 和 矩 竖 标 连 以 直线 ， 即 得 弯 矩 图 ; 杆 DC、CE 上 有 
均 布 荷载 作用 ， 两 端 弯 矩 竖 标 连 以 虚线 ， 再 释 加 简 支 梁 在 相应 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 。 杆 


DC、CE 中 点 的 弯 矩 值 


2 6 久 作 - 
M 一 一 学 十 "二 一 
三 铵 刚 架 的 M 图 如 图 4. 12(b) 所 示 。 
(3) 作 了 图 。 
计算 各 杆 杆 端 剪 力 值 : 

Vi =Vm =—8kN 














一 4kEN，m( 上 侧 受 拉 ) 






































7. 16kN 


Vic 一 YA cosa 一 XAsina 24X 二 8x 直 17\89kN [图 4.12(c)] 
Ven =Y cosa— Xsina—4geosa 2 8x 1X6x 在 3.58kN [图 4.12(d)] 
同 理 ， 可 得 
Ve =3. 58kN 
Ve- =—17,.89KN. 
VEs =Var =8kN 
将 各 杆 杆 端 剪 力 竖 标 连 以 直线 ， 即 得 三 锐 刚 架 的 V 图 如 图 4. 12(e) 所 示 。 
(4) 作 N 图 ; 
计算 各 杆 杆 端 轴 力 值 : 
Nw=Nm =—24kN 
Nic =—Yasina—Xacosa=—24 x 衣 sx 二 17. 89kN [图 4.12(c)] 
Ne YA sina— Xa cosa + 4gsina 24XxX L 8 X 2 +4X6xXx 1 
V5 V5 V5 
[图 4.12(d)] 
同 理 ， 可 得 
Ne =—7. 16kN 


将 各 杆 杆 端 轴 力 竖 标 连 以 直线 ， 得 三 铵 刚 架 





NE 一 一 17. 89kN 
Ne 三 NE 王 一 24kN 


的 NN 图 如 





到 











4. 12( 人 ) 所 示 。 


观察 M 图 、V 图 和 NN 图 可 以 发 现 : 结构 对 称 、 和 荷载 对 称 时 ， 弯 和 矩 图 对 称 、 剪 力图 反 


对 称 、 轴 力图 对 称 。 根 据 此 特点 可 以 检查 内 力图 
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的 正确 性 。 


第 4 晶 。 静 定 平面 刚 架 
4) 组 合 刚 架 的 内 力图 
组 合 刚 架 可 以 拆 开 计算 。 如 同 多 跨 静 定 梁 一 样 ， 分 清 组 合 刚 架 的 基本 部 分 和 附属 部 
分 ,遵循 先 附属 部 分 后 基本 部 分 的 计算 原则 。 
【 例 4-7】 作 图 4.13(a) 所 示 组 合 刚 架 的 弯 矩 图 。 
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(a) (d) 





qi=3kN/m 
己 
多 
证 
站 
多 
| 
四 
多 
SD 
MQ 
GaN 


4_30N Bl yn 
8.83kN (人 


图 4.13 


解 : (1) 计算 支 座 计算 反 力 及 约束 力 ; 

已 在 例 4- 2 中 求 得 ， 重 示 于 图 站 I3(b) 、(c) 。 

(2) 作 M 图 。 

Mas 二 0， Me 王 30X6 一 3 汉 6X3 王 126kN .mn( 右 侧 受 拉 ) 

Mer 二 126 kN，。m( 下 侧 受 拉 )， Mre = 二 8X2 十 2X2X1 二 20kN，。m( 下 侧 受 拉 ) 
Mn 二 20kN mm( 左 侧 受 拉 )， Mop 二 0 

Mu; 二 0 ,Mw 于 2X8 二 16 kN，m( 下 侧 受 拉 ) 

Mux 一 16 kN m( 左 侧 受 拉 )， Mu 一 0 

根据 M 图 绘制 规定 ， 作 M 图 如 图 4. 13(d) 。 











本 章 首先 介绍 了 刚 架 及 刚 结 点 的 概念 ， 对 静 定 刚 架 进行 了 分 类 : 按 其 支 座 约束 的 不 
同 ， 分 为 简 支 刚 架 、 悬 臂 刚 架 和 三 铵 刚 架 。 

对 刚 架 的 分 析 过 程 可 分 为 : 计算 反 力 ， 甚 臂 刚 架 可 不 计算 反 力 ; @ 分 段 、 定 形 ; 
@ 计 算 控 制 截 面 的 内 力 ; @ 描 点 连 线 。 

在 梁 的 杆 端 截面 内 力 计算 的 基础 上 ， 强调 指定 截面 内 力 计算 方法 。 

介绍 了 在 刚 结 点 处 应 满足 光 M 二 0， 汪 FF, 二 0， 汪 ,二 0 的 平衡 条 件 ， 总 结 了 刚 结 点 处 
>M=0 在 弯 和 矩 图 形 上 的 特点 。 

掌握 以 下 若干 规律 ， 对 于 一 些 结构 可 以 不 求 反 力 或 少 求 反 力 或 只 需 判定 反 力 的 方向 ， 
即 可 迅速 作出 结构 的 弯 算 图 : 

(1) 首先 绘 出 结构 上 的 悬臂 部 分 和 简 支 粱 ( 含 两 端 铵 结 的 受 弯 直 杆 ) 部 分 的 弯 矩 图 ; 
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(2) 充分 利用 荷载 、 剪 力 、 弯 和 矩 三 者 之 间 的 微分 关系 ; 
(3) 匀 结 点 处 的 弯 矩 为 零 ， 刚 结 点 处 力矩 平衡 ; 

(4) 与 杆 轴 共 线 的 外 力 不 产 生变 矩 ; 

(5) 利用 区 段 研 加 法 作 弯 矩 图 形 ; 

(6) 对 称 性 的 利用 。 





关键 术语 


刚 结 点 (rigid joint); 刚 架 (frame); 静 定 平面 刚 架 (statically determinate plane 
frame); 简 支 刚 架 (simple frame); 悬臂 刚 架 (cantilever frame); 三 贸 刚 架 (three-hinged 


frame) 。 








习 题 4 
一 、 思 考题 
1. 简 述 刚 结 点 和 贸 结 点 在 变形 、 受 力 方 面 的 区 别 。 以 结 点 为 隔离 体 建立 平衡 方程 时 ， 
两 者 有 何 区 别 ? 
2. 刚 架 杆 件 截面 内 力 正 负 号 是 怎样 规定 的 ? 为 什么 刚 架 杆 端 截面 的 内 力 需 用 两 个 下 
标 表 示 ? 


3. 两 个 相互 垂直 的 杆 件 组 成 的 结 点 ， 其 剪 力 与 轴 力 有 何 关系 ? 
4. 怎样 根据 弯 答 图 来 作 剪 力图 ? 又 怎样 继续 作出 轴 力图 及 求 出 支 座 反 力 ? 
5 作 刚 架 弯 和 矩 图 有 何 规律 ?容易 出 现 哪些 错误 ? 














二 、 填空 题 
1. 图 4 14 所 示 结 构 中 , Mm 一 kN m，_” 侧 受 拉 ，Mom 一 kN ，m。 
2. 图 4.15 所 示 结 构 中 ，m 为 8kKN， m，BC 杆 的 内 力 是 M 一 VV 丘 ， 
N= 
m10kN-m 
D 4 
和 
B 
3m ee DN -| 
图 4.14 图 4.15 
3. 刚 结 点 与 匀 结 点 的 区 别 在 于 : 刚 结 点 处 各 杆 杆 端 转角 ， 可 承受 和 传 
递 
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区 天 种 定 平面 隐 架 








4. 图 4. 16 所 示 结 构 天 截面 的 M 值 为 ， 侧 受 拉 。 
5. 图 4. 17 所 示 结 构 开 截面 的 M 值 为 ， 侧 受 拉 。 
TP 1kN:m 
天 TKN 
一 状 一 蕊 


5 时 
x FP 
1 1 4m 4m 
4.16 图 4.17 
6. 图 4. 18 所 示 结 构 天 截面 的 M 值 为 ， 侧 受 拉 。 
7. 图 4. 19 所 示 结 构 K 截面 的 M 值 为 ， 侧 受 拉 。 





pa 12 





图 4.18 图 4.19 


三 、 判 断 题 
1. 刚 架 在 荷载 作用 下 的 内 力 有 剪 力 和 弯 矩 ， 不 会 产生 轴 力 。(  ) 
2. 图 4. 20 所 示 结 构 的 弯 矩 图 是 正确 的 . (  ) 


3. 图 4.21 所 示 结 构 Mx 一 (内侧 受 拉 )。 ( y 








图 4.20 





4. 图 4. 22 所 示 结 构 弯 和 矩 图 是 正确 的 . (  ) 
5. 图 4. 23 所 示 结 构 弯 和 矩 图 形状 是 正确 的 。( ) 
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M. ll M mS 
m 


图 4.22 图 4.23 


6. 图 4. 24(a) 所 示 结 构 的 前 力图 形状 如 图 4. 24(b) 所 示 。( ) 
7. 图 4. 25 所 示 结 构 弯 和 矩 图 形状 是 正确 的 。(  ) 























四 、 选 择 题 
1. 图 4. 26 所 示 结 构 Mrce( 设 下 侧 受 拉 为 正 ) 为 C(  )。 
A. 一 Ra B. Pa 
C. 一 PaX2 D. Pa/2 
2. 图 4. 27 所 示 结 构 Mx ( 设 下 侧 受 拉 为 正 ) 为 ( 为 
A. ga’/2 B. —ga’/2 
C. 3ga’/2 D. ga’ 
g 
TL 
天 
4 
a a a a 
图 4.26 图 4.27 
3. 图 4. 28 所 示 刚 架 中 ，Mw 应 等 于 (  )。 
A. 2kN。m( 右 侧 受 拉 ) B. 2kN。m( 左 侧 受 拉 ) 


”区 本 得 定 平 可 风 架 


C. 4kN . m ( 右 侧 受 拉 ) D. 6kKN。 m( 左 侧 受 拉 ) 。 
. 图 4. 29 所 示 结 构 中 Mc 和 Mw 全 对 的 是 ( ) 。 

A. Ma 二 Ph ( 左 侧 受 拉 )，Ma 二 Ph ( 左 侧 受 拉 ) 

B. Ma 二 Ph ( 左 侧 受 拉 ),，Mzw 二 0 

C. Mx 二 0，Miw = Ph ( 左 侧 受 拉 ) 

D. Mx 二 Ph/3( 左 侧 受 拉 )，Miw 二 2Ph/3( 左 侧 受 拉 ) 





8kN-m 是 C Dp 





图 4.28 图 4.29 


.图 4. 30 所 示 结 构 中 Mo 和 Ves 为 ( )。 
A. Mes=0 ， Va= 殖 


B. Mca=0, Vews=0 
C. Ma 二 m( 左 侧 受 拉 )》 Vcs 二 0 


D，Ma 一 号 左 侧 受 拉 )，Va 一 一 全 


.图 4. 3 所 示 结 构 中 ，iMa; 和 Vi 全 对 的 是 ( 让 
A. Ma 二 16 kN。m( 上 侧 受 拉 )，Va 一 SkN 
B. Ma; 二 16 kN 。m( 下 侧 受 拉 ),Va 一 0 
C. Ma; 二 16 kN。m( 下 侧 受 拉 )，Va 王 一 SkN 
D，Mm 一 16 kN，m( 上 侧 受 拉 )，Va 一 16kN 








1 13 4m 2m | 2m, 4m 


图 4.30 图 4.31 





9 4. 32 中 正确 的 M 图 是 ( )s 
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A. 
图 4.32 

8. 如 图 4. 33 所 示 ， 刚 架 DA 杆 件 了 截面 的 弯 矩 Mm 之 值 为 ( js 
A，35kN。m (上 侧 受 拉 ) B. 62kN，m (由 侧 受 拉 ) 
C. 40kN。，m (下 侧 受 拉 ) D. 45kN im-( 下 侧 受 拉 ) 

9. 如 图 4. 34 所 示 ， 刚 架 DE 杆 件 D 截面 的 弯 矩 Ma 之 值 为 ( “)。 
A. de ( 左 侧 受 拉 ) B，2ga*( 右 侧 受 拉 ) 
C. 4ga*( 左 侧 受 拉 ) D5ga*( 布 侧 受 拉 ) 







3kN/m 


18kN 时 
12kNm 号 





6nT 3m 3m 
图 4.33 图 4.34 


10. 如 图 4. 35 所 示 结 构 中 ,无论 跨度 、 高 度 如 何 变化 ，Mas 永 远 等 于 Mx 的 (  )。 





A. 1 倍 (外 侧 受 拉 ) B. 2 倍 ( 外 侧 受 拉 ) 
C. 2 倍 (内 侧 受 拉 ) D. 1 倍 ( 内 侧 受 拉 ) 











11. 如 图 4. 36 所 示 ， 该 结构 弯 矩 图 形状 正确 的 是 ( ) 























A. B. 
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图 4.35 4.36 


12. 图 4. 37 所 示 两 结构 的 内 力 是 : ( 。 )。 
A. 弯 矩 相同 ， 剪 力 不 同 
B, 弯 窍 相同 ， 轴 力 不 同 
C. 弯 矩 不 同 ， 剪 力 相同 
D. 弯 矩 不 同 ， 轴 力 不 同 
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13, 图 4. 38 所 示 结 构 截 面 A 的 弯 矩 { 以 下 侧 受 拉 为 正 ) 是 ( ”)。 





A. —2m B. —m 
C. 0 D. m 
14. 如 图 4. 39 所 示 的 结构 ，B 点 杆 端 弯 矩 ( 设 内 侧 受 拉 为 正 ) 为 ( ) 。 
A. Mm=Fa, Mtr =—Fa B. Ma 一 Mr 一 2Fa 
C. Ma 一 Me 一 Fa D. Mma=Mi=0 
4 下 
习 4 D 
半 1 
图 4.38 图 4.39 
五 、 计 算 题 


1. 作 图 4. 40 所 示 甚 辟 刚 架 的 内 力图 。 








Pp | Pp 
D 
B 
4 
(0) 


2. 作 图 4. 41 所 示 简 支 刚 架 的 内 力图 。 


20KN/m 








图 4.40 





10kN, 





20kN/m 


(b) 


6kN/m 





(b) 


10kN/m 





0.8m 


20kN/m 





3m 


第 4 晶 。 静 定 平面 刚 架 





3. 作 图 4. 42 所 示 刚 架 的 内 力图 。 


60kN/m 


al2 


al2 





(b) 
图 4.42 
4. 作 图 4. 43 所 示 三 贸 刚 架 的 内 力图 。 


20kN 
10kN/m 20kN 20kN 


4.5m 





0.8kN/m 








7m 7m 


(0) (d) 
图 4.43 
5. 试 检查 图 4. 44 所 示 M 图 的 正 误 ， 并 加 以 改正 。 
6. 速 作 图 4. 45 所 示 结 构 的 弯 算 图 。 
7. 作 图 4. 46 所 示 组 合 刚 架 的 弯 和 矩 图 。 
8. 试 绘 出 图 4. 47 所 示 结 构 弯 和 矩 图 的 形状 。 
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(h) 











Sm. 


(b) 





图 #4. 笠 


2kN/m 


图 4.45 








(0) 











(b) 


























0 





10kN 


4m 
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2a 

















图 4.45( 续 ) 
_ 20kN/m 
C B 
10kNm 
后 
后 
2am | 2m 
(a) {b) 
Cant Ms El ‘Bei Kk 
括 
B D F 万 了 
| 
(©) (d) 
图 4.46 
M M M 
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第 加 总 
三 锐 拱 



































FS) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
掌握 三 匀 拱 的 反 力 讳 算 % 推力 的 计算 公式 
三 匀 拱 的 内 力 计算 方法 掌握 三 铵 拱 指定 截面 的 确定 
合理 拱 轴 的 概念 掌握 三 匀 拱 的 内 力 计算 
理解 合理 拱 轴 的 概念 、 均 布 荷载 下 的 合理 拱 轴 
E> 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
三 匀 拱 的 反 力 计算 掌握 结 由 设计 
三 匀 拱 的 内 力 计算 掌握 超 静 定 拱 的 计算 
ey 六 导入 案例 
一 千 四 百 多 年 前 的 拱桥 


一 千 多 年 以 前 ， 人 们 建造 的 桥梁 除了 简 支 桥梁 外 。 更 多 的 就 是 石 拱桥 了 。 我 国 古代 石 拱桥 的 杰出 代 
表 是 举世 闻名 的 河北 省 赵 县 的 赵 州 桥 ( 又 称 安 济 桥 。 如 图 5.1 所 示 )， 该 桥 在 隋 代 (公元 605 年 ) 由 著名 工 
匠 李 春 设计 和 建造 ， 距 今 已 有 1400 多 年 的 历史 ， 是 当今 世界 上 现存 最 早 、 保 存 最 完善 的 古代 敞 肩 石 拱 
桥 。 拱 桥 净 跨 37m, 宽 9m， 拱 矢 高 度 7. 23m， 在 拱 图 两 肩 各 设 有 两 个 跨度 不 等 的 腹 拱 ( 敞 肩 )， 这 样 既 能 
减轻 桥 身 自重 、 节 省 材料 、 便 于 排 洪 ， 又 呈现 出 美观 的 效果 。 欧 洲 直到 19 世纪 中 期 才 出 现 了 这 样 的 敞 肩 





图 5.1 
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拱桥 ， 比 我 国 晚 了 1200 多 年 。1991 年 ， 美国 土木 工程 师 学 会 选 定 赵 州 桥 为 世界 第 十 二 处 “国际 土木 工程 
历史 古迹 ”。 
石 拱桥 的 形式 有 多 种 多 样 ， 公 元 前 
(图 5.2)， 水道 总 长 269m， 高} 
20m， 由 11 个 跨度 相等 的 拱 
硬 扶 秆 人 岂 昌 在 折 车 
“剖面 图 ”， 纪 中 叶 的 入 
房 的 结构 是 由 三 层 丙 牙 环 组 成 的 
60 年 的 罗马 斗 兽 场 的 剖面 图 如 图 5.4 所 
将 拱 券 在 建筑 中 的 应 用 ， 
架 ， 其 跨度 为 72 米 ， 拱 脚 落 在 巨大 
















.剖面 图 中 可 清楚 地 看 到 ， 该 楼 
捕 i 拱 券 足够 的 推力 。 建 - 
以 看 出 ， 在 大 约 2000 年 前 ， 欧 洲 的 建筑 师 
示 为 举世 闻名 的 秦始皇 兵马俑 展 馆 的 三 匀 拱 钢 屋 


















图 5.2 图 5.3 



























































本 章 将 从 最 简单 的 静 定 拱 开始 ， 
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| 5. 1 三 铵 拱 的 特点 


拱 是 指 杆 的 轴线 是 曲线 ， 并 在 坚 向 荷载 作用 下 会 产生 水 平 支 座 反 力 (又 称 水 平 推力 ) 的 
结构 。 拱 结构 的 计算 简 图 通常 有 三 种 ， 如 图 5. 6 所 示 ， 其 中 图 5. 6(a) 和 (b) 所 示 的 无 匀 拱 
和 两 铵 拱 是 超 静 定 结构 ， 图 5. 6(c) 所 示 的 三 铵 拱 是 静 定 结构 。 在 本 章 中 将 只 讨论 三 铵 拱 的 
计算 。 


(a) (b) (©) 


图 5.6 


三 贸 拱 的 基本 特点 是 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 除 产生 竖 向 反 力 外 ， 还 产生 水 平 推力 。 水 平 
推力 对 拱 的 内 力 产 生 重要 的 影响 ， 水 平 推力 的 存在 使 三 铵 拱 各 截面 上 的 弯 矩 值 小 于 与 三 饮 
拱 相同 跨度 、 相 同 荷载 作用 下 的 简 支 粱 各 对 应 稚 面 上 的 弯 矩 值 。 因 此 ， 拱 与 相应 简 支 梁 比 
较 ， 它 的 优点 是 用 料 比 梁 节 省 而 自重 较 轻 、 故 能 跨越 较 大 的 空间 。 此 外 ， 由 于 拱 主要 是 承 
受 轴 向 压力 ， 故 建造 时 可 以 充分 利用 抗 拉 性 能 弱 而 抗 压 性 能 强 的 材料 ， 如 砖 、 石 、 混 凝 土 
等 。 但 是 , 拱 的 缺点 是 构造 比较 复杂 施工 费用 较 大 。 同 时 汪 由 于 推力 的 存在 ， 拱 需要 有 
较为 坚固 的 基础 或 支承 结构 (如 墙 、 柱 、 墩 、 台 等 

三 贸 拱 各 部 分 的 名 称 如 图 5. 7 所 示 。 








= 贸 拱 桥 及 计算 简 图 


图 5.7 


在 屋 架 中 ,为 消除 水 平 推力 对 墙 或 柱 的 影响 ,在 两 支 座 间 增加 一 拉杆 ， 由 拉杆 来 承担 
水 平 推力 ， 称 为 带 拉杆 的 三 铵 拱 ， 如 图 5. 8 所 示 。 
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3 人 ~ 


拉杆 DB 





带 拉杆 的 拱 及 计算 简 图 
5.8 


在 铁路 拱桥 中 ， 为 了 降低 桥 面 高 度 ， 还 可 将 桥 面 吊 在 拱 上 ， 如 图 5. 9 所 示 。 





5.9 
注 : 永定 河 七 号 铁路 桥 ，1972 年 投入 便 用 是 我 国 最 大 跨度 的 钢筋 混凝土 拱桥 


| 5. 2 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 


当 拱 的 两 支 座 在 同一 水 平 线 上 时 ,这样 的 拱 称 为 等 高 拱 或 平 拱 ， 否 则 称 为 斜 拱 。 

现在 以 竖 向 荷载 作用 下 的 三 铵 拱 为 例 ， 来 说 明 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 。 

1. 支 座 反 力 的 计算 

如 图 5. 10(a) 所 示 的 三 铵 拱 ， 共 有 四 个 未 知 的 支 座 反 力 ， 除 以 整体 为 隔离 体 建立 的 三 
个 平衡 方程 外 ， 还 必须 取 左 (或 右 ) 半 拱 为 隔离 体 ， 以 中 间 铵 为 算 心 ， 建 立 一 个 平衡 方程 ， 
从 而 求 出 所 有 的 反 力 。 

首先 考虑 整体 的 平衡 ,由己 MA 王 0 及 FF, 二 0 可 求 得 两 支 座 的 竖 向 反 力 为 
_ 局 (一 at) 十 Fz( 一 az) 
加 




















Wn C4 (a) 





结交 学 实用 教 本 




















图 5,10 
由 FF 二 0, 可 得 Has=Hs=H (c) 
然后 ， 取 左 半 拱 为 隔离 体 ， 由 Me 二 0 可 得 
Ya REa)_ VaR Me 
六 党 f 
考察 (a) 和 (b) 的 右边 -可知 其 恰好 等 于 相应 简 支 梁 [图 5. 10(b)] 的 支 座 竖 向 力 癌 和 
Ya， 而 (d) 右 边 的 分 子 则 等 于 相应 简 支 梁 睛 与 拱 的 中 间 饺 处 对 应 的 截面 C 的 弯 矩 Me。 因 
此 可 将 (a)、(B)、(o)、(d) 写 为 





Ha 














(d) 


《5:=1) 


在 竖 向 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 的 支 座 反 力 有 如 下 特点 。 
(1) 支 座 反 力 与 拱 轴线 形状 无 关 ， 而 与 三 个 铵 的 位 置 有 关 。 

(2) 竖 向 支 座 反 力 与 拱 高 无 关 。 

(3) 当 荷 载 和 跨度 固定 时 ， 拱 的 水 平反 力 五 与 拱 高 了 成 
反比 ， 即 拱 高 / 越 大 ， 水 平反 力 玉 越 小 ; 反之 ， 拱 高 上越 小 ， 
水 平反 力 也 越 大 。 


2. 三 贸 拱 的 内 力 计算 














Hi 
计算 内 力 时 应 注意 到 拱 轴 为 曲线 这 一 特点 ， 横 截面 应 与 拱 
x 轴 正 交 ， 即 与 拱 轴 的 切线 相 垂 直 ， 如 图 5. 10(a) 所 示 的 任 一 截 
图 5.11 面 K， 由 图 5. 11 所 示 的 隔离 体 可 求 得 K 截面 的 内 力 。 























M 王 YAz 一 局 (zx—ai)—Hy=Yax—Fi(zx—a)—Hy 
=M—Hy (5-2) 
式 中 ，M 为 相应 简 支 梁 天 截面 的 弯 矩 。 
式 (5 2) 可知， 三 贸 拱 截面 中 的 弯 矩 比 相应 简 支 梁 截面 中 的 弯 和 矩 要 小 ， 这 也 是 拱 常 
用 于 较 大 跨度 结构 的 原因 。 
2) 剪 力 
任意 截面 天 的 剪 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 在 截面 方向 投影 的 代数 和 ， 即 


V =Yacosa—Ficosa— Hsinag 


























= (Yh—F )cosa— Hsina 
=V"cosa— Hsing 全 一 3 
式 中 ，V 为 相应 简 支 梁 天 截面 的 前 力 。 
3) 轴 力 
任意 截面 K 的 轴 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 沿 轴 线 在 该 处 切线 方向 投影 的 代数 和 ， 即 
N =Yasina— Rrsina+ Heosa 
= (YEP )singt+ Heosa 
硅 Vising+ Hcosa (5 一 4) 
拱 截面 轴 力 较 大 ， 且 一 般 为 压力 。 
注意 : 
(1) 该 组 公式 仅 用 于 拱 承 受 竖 向 荷载 的 情况 ; 
(2) 拱 的 左 半 跨 & 取 正 ， 布 半 跨 a 取 负 、 
(3) 剪 力 等 于 零 处 变 矩 有 极 值 ; 
(4) M 图 vV 图 、N 图 均 不 再 为 直线 ; 
(5) 集中 力作 用 处 V 图 、NN 图 将 发 生 突变 ,但 突变 值 不 等 于 集中 力 的 大 小 ; 
(6) 集中 力 偶 作用 处 M 图 发 生 突变 。 
3， 三 匀 拱 的 内 力图 
(1) 画 三 铵 拱 内 力图 的 方法 : 描 点 法 。 
(2) 画 三 铵 拱 内 力图 的 步骤 如 下 。 
@ 计算 支 座 反 力 。 
@ 计算 拱 券 截 面 的 内 力 (可 以 每 隔 一 定 水 平 距 离 取 一 截面 ， 也 可 以 沿 拱 轴 每 隔 一 定 长 
度 取 一 截面 ) 。 3kN/m a 
@ 按 各 截面 内 力 的 大 小 和 正 负 绘制 内 力 Ts 
【 例 5- 1] 三 饼 拱 及 其 所 受 荷载 如 图 5.12 所 


示 ， 拱 的 轴线 为 抛物 线 ， 方 程 为 > 一 邓 z(L 一 z)。 求 


支 座 反 力 ， 并 绘制 内 力图 。 
解 : (1) 支 座 反 力 的 计算 。 图 5. 12 
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(2) 计算 截面 内 力 。 求 出 支 座 反 力 后 ， 可 根据 式 (5- 2)、 式 (5-3)、 式 (5- 4) 计 算 任 
意 截 面 的 内 力 。 为 了 绘制 内 力图 ， 将 拱 沿 跨度 方向 分 成 8 等 份 ， 算 出 每 个 截面 的 弯 矩 、 剪 
力 和 轴 力 值 。 现 以 x 二 9m 截面 D 的 内 力 为 例 ， 说明 计 算 步 骤 。 

截面 几何 参数 : 


Xp=9m 


六 fz ) = XX (12—9) 8m 























tanpp 一 旦 = 村 (一 22) 一 多 站 x (123X9) 一 一 0.667 
oo 一 一 33.7” singp= 一 0%555] cosgp 二 0. 832 


Mp=M,—Hys=12 X310. 5X3=4. 5kKN + m 























Vm =Vo cospo— Hsingp= tS) XO0. 832—10. 5X (一 0.555) 一 4. 18kN 








Nps =VbDs singp+ Heosgi=—2)X(—0.555%H10,5X0. 832 一 9. 85kN 














Von =Voncosgo— Hsingp= (—12) X0. 83210; 5X (一 0.555) 一 一 4. 16kN 
Noh =VYa singh Heosgo=(—12) X ( 兰 0.555) 十 10.5X0. 832=15. 40kN 
重复 上 述 步骤 ”可 求 出 各 等 分 截面 的 内 方 , 作 出 内 力图 如 图 5. 13(a) 、(b) 、(c) 所 示 。 





15m 1.5m 1.5m,1.5m 1.5m 1.5m 1.5m 1. 各 





(a) (b) 


AN( 单 位 :kN) 





(0) 


图 5.13 
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9. 3 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 


1. 合理 拱 轴线 的 概念 

根据 三 铵 拱 截面 的 内 力 分 析 可 知 ， 三 铵 拱 各 截面 的 法 向 应 力 有 由 弯 珑 产生 的 不 均匀 分 
布 的 正 应 力 和 由 轴 力 产生 的 均匀 分 布 的 正 应 力 。 为 发 挥 材料 的 作用 ,应 设法 尽量 减少 截面 
上 不 均匀 分 布 的 正 应 力 。 如 果 使 各 截面 的 弯 矩 为 零 ， 只 受 轴 力 作用 ， 正 应 力 沿 各 截面 都 是 
均匀 分 布 的 ， 拱 处 于 无 弯 矩 状态 ， 材 料 的 使 用 是 最 经 济 的 。 在 给 定 荷载 作用 下 使 拱 处 于 无 
弯 矩 状态 的 拱 轴线 ， 称 为 拱 的 合理 拱 轴线 或 合理 拱 轴 。 

2. 合理 拱 轴线 的 确定 


合理 拱 轴线 可 根据 荷载 作用 下 ， 任 意 截面 弯 矩 为 零 的 条 件 来 确定 。 如 在 坚 向 荷载 作用 
下 三 铵 拱 任 一 截面 的 弯 矩 为 


























M(Cz) 一 M (zx)—Hy(72) 
当 拱 的 轴线 为 合理 拱 轴 时 ， 拱 各 截面 的 弯 矩 应 为 零 ， 即 
M(D=0 
M(z 三 MD) 一 万 y(z) 一 0 
可 得 合理 拱 轴线 方程 为 
y= (5-5) 
其 中 M (z) 是 与 三 铵 拱 跨度 、 荷 载 相等 的 简 支 梁 的 弯 矩 表达 式 ， 如 用 图 形 表示 时 ， 即 
为 相应 简 支 梁 的 弯 矩 图 ; 在 荷载 、 跨 度 、 舌 高 给 定时 ， 互 是 一 个 常数 。 所 以 合理 拱 轴线 与 
相应 的 简 支 梁 的 弯 矩 图 形状 相似 ， 对 应 竖 标 成 比例 ， 差 一 比例 常数 。 在 荷载 、 跨 度 给 定 
时 ， 合 理 拱 轴 线 y(z) 随 /的 不 同 而 有 多 条 ， 不 唯一 。 
【 例 5-2】 设 图 5. 14(a) 所 示 三 铵 拱 承受 沿 水 平方 向 均匀 分 布 的 竖 向 荷载 g 的 作用 ， 
试 求 其 合理 轴线 。 
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图 5.14 


解 : 由 式 (5-5) 可 知 
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相应 简 支 梁 如 图 5. 13(b) 的 弯 矩 方程 为 





M(x) 一 二 gz 一 去 0 = 学 (7 一 z) 
拱 的 水 平 推力 为 
Mg 
HF 
所 以 有 
六 wj 
(xw) 
y(Z) 一 2 =4fz(—z) 
ge 国 
3f 





此 可 知 ， 三 铵 拱 在 沿 水 平方 向 均匀 分 布 的 竖 向 荷载 作用 下 ，- 其 合理 拱 轴线 为 一 抛物 
E 因 为 如 此 ， 所 以 工程 中 拱 的 轴线 常用 抛物 线 。 

[以 验证 三 铵 拱 承受 径 向 均匀 水 压力 作用 下 ,合理 拱 轴线 为 圆 弧 曲线 ， 如 图 5. 15 所 
示 。 三 铵 拱 在 填 土 重 力作 用 下 ,合理 拱 轴线 是 悬 链 线 ,- 如 图 5. 16 所 示 (7 为 填 土 的 重力 密 
度 ， 拱 所 受 的 竖 向 分 布 荷 载 为 4 一 Me 十 yy) 。 
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图 5:15 图 5.16 


在 实际 工程 中 ， 同 一 结构 往往 要 受到 各 种 不 同 荷载 的 作用 ， 而 对 应 不 同 的 荷载 就 有 不 同 
的 合理 轴线 。 因 此 ， 根据 某 一 固定 荷载 所 确定 的 合理 轴线 并 不 能 保证 拱 在 各 种 荷载 作用 下 都 
处 于 无 杰 矩 状态 。 在 设计 中 应 当 尽 可 能 地 使 拱 的 受 力 状 态 接近 无 弯 矩 状态 。 通 常 以 主要 荷载 
作用 下 的 合理 轴线 作为 拱 的 轴线 ,这样 ， 在 一 般 荷 载 作 用 下 拱 仍 会 产生 不 大 的 弯 和 矩 。 


























本 章 小 结 


本 章 讨论 了 三 铵 拱 的 计算 。 三 铵 拱 是 按 三 刚 片 规则 组 成 的 静 定 结构 ， 其 内 力 和 反 力 可 
静 力 平衡 方程 求 出 。 三 铵 拱 最 明显 的 受 力 特征 是 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 除 产生 竖 向 反 力 外 
还 产生 水 平 推力 。 























反 力 的 计算 公式 为 
YA 一 YA 
Ys 一 Yp 
Ha -HH 学 


竖 向 反 力 的 大 小 与 相应 简 支 梁 的 竖 向 反 力 大 小 相同 ,水平 推 力 则 与 三 个 铵 的 位 置 及 茶 
82 








载 有 关 。 由 于 水 平 推力 的 存在 ， 使 拱 的 各 个 截面 上 的 弯 矩 与 相应 简 支 梁 相 比 减 小 很 多 。 
拱 的 主要 内 力 是 轴 向 压力 。 求 解 三 铵 拱 的 内 力主 要 是 利用 解析 法 ， 即 通过 确定 指定 截 
面 的 位 置 ( 坐 标 、 方 位 )、 取 隔离 体 、 列 静 力 平衡 方程 ， 求 出 任 一 截面 的 内 力 。 
本 章 还 介绍 了 合理 拱 轴线 的 概念 对 不 同 的 荷载 ， 会 有 相应 的 合理 拱 轴线 。 


关键 术语 


拱 (arch); 拱 轴线 (arch axis); 拱 顶 (vault); 拱 高 (arch height); 拱 脚 (arch toe); 水 
平 推力 (horizontal thrust); 拱 式 结构 (arch structure); 推力 结构 (thrust structure); 三 贸 
拱 (three- hinged arch); 压力 线 (line of pressure); 合理 拱 轴 线 (optimal arch axis) 。 





习 题 5 


一 、 思 考题 

1. 拱 有 哪 几 种 形式 ? 

2. 拱 的 受 力 有 何 特 点 ?与 梁 和 刚 架 有 何 异 同 ? 

3. 三 贸 拱 屋 架 中 为 什么 常 加 拉杆? 

4. 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 相应 简 支 梁 的 支 座 反 力 存在 什么 关系 ? 
5. 三 铵 拱 与 简 支 梁 比 较 ， 其 优 缺 点 是 什么 ? 

6. 什么 是 拱 的 合理 拱 轴 ? 

二 、 填 空 题 




















1. 拱 是 杆 轴线 为 并 且 在 竖 向 荷 裁 作用 下 产生 “的 结构 。 
2. 在 同样 荷载 作用 下 ,三 铵 拱 某 截面 上 的 弯 矩 值 比 相应 简 支 梁 对 应 截面 的 弯 矩 值 要 
小 ， 这 是 因为 三 铵 拱 有 5 
3. 图 5. 17 所 示 半圆 三 镑 拱 ，a 王 30"，Y4 一 ga (和)，H4s 一 闻 (>)，K 截面 的 px 一 
，Vr 一 ，W 的 计算 式 为 
4. 图 5.18 所 示 抛 物 线 三 铵 拱 的 yx 一 3.34tm， 截 面 K 的 弯 矩 Mx 一 ， 
侧 受 拉 。 





结交 学 实用 教 本 












































5. 三 铵 拱 合理 拱 轴线 的 形状 与 有 关 。 
6. 在 已 知 荷载 作用 下 ， 使 三 铵 拱 处 于 状态 的 轴线 叫做 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 ， 
E 拱 轴线 的 拱 各 截面 只 受 ”作用 ， 即 正 应 力 沿 截面 分 布 。 
三 、 判断 题 
. 三 铵 拱 的 弯 矩 小 于 相应 简 支 梁 的 弯 矩 是 因为 存在 水 平 支 座 反 力 。(  ) 





2. 三 铵 拱 的 水 平 推力 只 与 三 个 铵 的 位 置 及 荷载 大 小 有 关 ， 而 与 拱 轴线 形状 无 关 。( ) 
3. 三 匀 拱 的 内 力 不 但 与 荷载 及 三 个 铵 的 位 置 有 关 ， 而 且 与 拱 轴线 形状 有 关 。( 。 ) 
4. 在 相同 跨度 及 竖 向 荷载 作用 下 ， 拱 脚 等 高 的 三 铵 拱 ， 其 水 平 推力 随 矢 高 的 减 小 而 





减 小 。( ) 


5. 图 5.19 所 示 拱 的 水 平 推力 日 型 。(，) 
6. 图 5. 20 所 示 三 馆 拱 左 支 座 的 坚 向 反 力 为 零 。( 。 ) 


4 ql 


2 好 好 








图 5.19 
四 、 选 择 题 
1. 在 确定 的 竖 向 荷载 作用 下 ,三 铵 拱 的 水 平 肥 力 仅 与 下 列 因素 有 关 : ( Ds 
A. 拱 跨 B. 拱 的 矢 高 
C. 三 个 匀 的 相对 位 置 D. 拱 的 轴线 形式 
2. 在 竖 向 荷载 作用 下 ,不 产生 水 平 推力 的 静 定 结构 是 (  )。 
A. 多 跨 静 定 梁 B, 三 匀 刚 架 
C. 三 铵 拱 D. 拱 式 析 架 
3. 图 5. 21 所 示 三 铵 拱 结构 截面 K 的 弯 矩 为 ( )s 
L: 3gL: 
名 ey 
7qL ge 
G SS D. 和 


4. 图 5. 22 所 示 半 圆 弧 三 铵 拱 ， 半 径 为 >， 0 一 60"， 截 面 玉 的 弯 矩 为 ( ) 。 
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部 V3Pr B. _V3Pr 
2 2 
区 道生 四 D. + Ee 
5. 图 5. 23 所 示 拱 结构 截面 D 的 弯 和 矩 ( 拱 内 侧 受 拉 为 正 ) 是 ( ) 
A. 6kN.m B. —6kN.m 
C. 一 3kN。m D. 3kN . m 
6. 如 图 5. 24 所 示 的 三 铵 拱 ， 支 座 A 的 水 平反 力 (以 向 右 为 正 ) 是 ( )kN。 
A. 1/2 B; 1 
和 D.3 





4m 4m 
图 5.23 图 5.24 


7. 具有 “合理 拱 轴 ” 的 静 定 拱 结 构 的 内 力 为 (  )。 
A. M=0, V#0, NO B. MR0,V=0, Nz0 
C. M=0, V=0, N30 D. M#0, V#0, NA0 
8. 图 5. 25(a) 、(b) 所 示 三 铵 拱 的 支 座 ( y。 
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图 5.25 


A， 坚 向 反 力 相同 ， 水 平反 力 不 同 
B， 坚 向 反 力 不 同 ， 水 平反 力 相同 
C， 坚 向 反 力 相同 ， 水 平反 力 相同 
D， 竖 向 反 力 不 同 ,水 平反 力 不 同 
五 、 计 算是 
1. 图 5. 26 所 示 抛物 线 三 铵 拱 ， 已 知 拱 轴线 方程 为 y 一 4 (1 一 x), 1=16m,， /一 4m，, 


1 
试 求 : (1) 支 座 反 力 ; (2) 截 面 D 和 E 的 M、V、N。 
2. 对 图 5. 26 所 示 的 三 铵 拱 : 〈1) 如 果 改 变 拱 高 (7 一 8m)， 支 座 反 力 和 弯 矩 有 何 变化 ? 
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(2) 如 果 拱 高 和 跨度 同时 改变 (1 二 32m，f 王 8m)， 但 高 跨 比 十 保持 不 变 ， 则 支 座 反 力 和 弯 


矩 又 有 何 变 化 ? 
3. 图 5. 27 所 示 圆 弧 三 铵 拱 ， 求 支 座 反 力 及 截面 的 M、V、N。 





20kN/m 
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静 定 平面 和 架 和 组 合 结构 
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理解 组 合 结构 
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技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
符 加 中 村 的 内 力 计算 学 术 架 结构 设计 
D> sxn 
埃菲尔 建造 的 桥梁 


1889 年 法 国 巴黎 世界 博览 会 建造 的 埃菲尔 铁塔 是 法 国 结构 工程 师 埃 菲 尔 名 扬 全 世界 的 建筑 。 其 实 ， 
埃菲尔 更 多 的 功绩 是 表现 在 桥梁 工程 方面 。 

1860 年 ， 艾 菲 尔 完成 了 当时 法 国 著名 的 波尔多 大 桥 工程 ， 将 长 达 500m 的 钢铁 构件 架设 在 跨越 吉隆 
河中 的 6 个 桥墩 上 。 这 项 巨大 工程 的 完成 ,使 艾 菲 尔 在 工程 界 的 名 声 大 振 。 

1869 年 ， 他 完成 了 法 国 南部 四 座 巨大 的 桥梁 建筑 ， 其 中 有 最 著名 的 索 尔 河 高 架 桥 ， 该 桥 是 用 两 座高 
达 59m 的 铁塔 支撑 着 整个 桥梁 结构 的 钢铁 大 桥 。 

1876 年 法 国 为 庆祝 美国 独立 100 周年 赠送 的 自由 女神 像 的 钢 桥架 也 是 埃菲尔 设计 的 。 

可 是 ， 由 于 种 种 原因 ， 艾 菲 尔 设计 的 一 座 架 设 在 莱茵 河 支流 比尔 斯 河上 的 单轨 铁 桥 在 1891 年 5 月 14 
日 发 生 坠 席 ， 在 12 节 车 而 的 旅客 列车 上 ，74 人 遇难 ，200 多 人 受伤 。 

该 桥 位 于 瑞士 的 巴塞 尔 城 东 4. 4km、 距 明 汉 斯 太 因 车 站 400m 处 。 这 是 一 座 长 42m、 高 bm、 宽 4. 6m 
的 单 跨 桥 ， 其 结构 的 立 面 和 平面 图 见 图 6. 1。 投 入 使 用 期 间 曾 因 各 种 灾害 多 次 维修 过 。 事 故 发 生前 不 久 ， 
考虑 机 车 和 列车 自重 增加 ， 还 对 该 桥 的 强度 重新 进行 了 分 析 。 经 计算 ， 构 件 的 最 大 应 力 不 超 过 
66. 6MPa， 而 荷载 也 未 超出 原 设计 值 。 通 过 试验 表明 该 桥梁 桥架 可 承受 一 般 荷载 ， 为 保险 起 见 ， 还 是 对 
该 桥 做 了 局 部 加 强 。 

大 桥 的 破坏 是 发 生 在 白天 。 由 巴塞 尔 开 过 来 的 列车 ， 当 车 头 开 到 桥 中 央 时 ， 车 头 连 车 厢 就 冲 向 了 河 
里 (图 6.2)。 

瑞士 政府 责成 结构 力学 教授 和 实验 专家 对 事故 进行 分 析 : 当 列 车 行驶 到 桥 跨 中 央 时 ， 术 架 中 间 斜 杆 
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图 6.1 





图 6.2 









的 压 应 力 为 最 大 ， 工 作 压 应 为 达到 66. 3MPa， 而 压 杆 失 稳 
退出 工作 后 ， 其 他 杆 件 的 应 力 赠 大 相继 退出 工作 ,最 后 整个 

同样 的 事故 在 美国 的 阿 什 特 比 拉 
建 于 1865 年 。 
第 一 辆 机 车 行驶 到 距离 对 岸 大 约 15m 远 时 ， 司 机 感 车 在 向 后 搜 ， 于 是 他 加 足 了 马力 ， 用 力 开 上 了 对 
岸 ， 行驶 了 45m 停 下 来 ， 回 头 一 看 ， 什 么 都 不 见 了 。 由 于 大 桥 断 裂 ， 后 面 的 机 车 和 车 顺从 21m 高 的 桥 面 
瞧 入 河中 ，158 名 乘客 中 有 92 人 遇难 。 经 调查 ， 破 坏 原因 是 多 方面 的 ， 比 如 : 没有 对 大 桥 进 行 严格 的 验 
收 ， 施 工时 出 现 过 多 处 差错 ， 结 构 设计 也 不 合理 等 。 

本 章 研究 的 主要 内 容 就 是 对 析 架 结构 进行 内 力 分 析 ， 防 止 析 架 结构 由 于 杆 件 设计 不 合理 而 发 生 破坏 。 











| 6. 1 静 定 平面 榆 架 


1. 静 定 平面 析 架 

析 架 是 由 若干 直 杆 在 两 端 铵 接 组 成 的 结构 。 顶 架 可 分 为 平面 棉 架 和 空间 顶 架 。 无 多 余 
约束 的 为 静 定 机 架 ， 有 多 余 约束 的 为 超 静 定 机 架 。 

柏 架 在 工程 实际 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 但是， 结构 力学 中 的 椅 架 与 实际 术 架 有 差别 ， 主 
要 进行 了 以 下 三 点 假设 : 

(1) 所 有 结 点 都 是 无 摩擦 的 理想 贸 ; 
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(2) 各 杆 的 轴线 都 是 直线 并 通过 铵 的 中 心 ; 
(3) 荷载 和 支 座 反 力 都 作用 在 结 点 上 。 


符合 上 述 假定 的 顶 架 称 为 理想 桐 架 。 理 想 杭 架 中 的 各 杆 都 是 二 力 杆 ， 各 杆 只 承受 
力 。 在 实际 工程 中 ， 对 于 在 结 点 荷载 作用 下 的 各 杆 主要 承受 轴 力 的 结构 ， 经 常 采用 理想 





架 作为 其 计算 简 图 。 在 析 架 结构 中 ,由 于 杆 件 主要 承受 轴 力 ,本 























f 工 作 应 力 分 布 均匀 ， 能 

















充分 利用 材料 ， 与 粱 相 比 ， 用 料 省 、 自 重 轻 ， 因 此 ， 在 实际 工程 中 得 到 广泛 的 应 用 。 如 



































图 6. 3 是 人 民 大 会 堂 的 屋 架 计算 简 图 ， 图 6. 4 是 福 斯 湾 悬 臂 钢 柏 架 桥 ， 图 6. 5 是 武汉 长 江 


大 桥 (桥梁 类 型 是 钢 栓 架 三 孔 连续 梁 )， 图 6. 6 是 木 术 架 屋 架 施工 现场 。 

















图 6.6 


应 当 注 意 ,实际 工程 中 的 检 架 与 上 述 理 想 桦 架 有 一 定 的 
方面 。 

1) 杆 的 连接 方式 有 差异 

在 钢 结构 中 ， 结 点 通常 是 钢 接 或 焊接 ;， 在 钢筋 混凝土 结构 
在 一 起 的 ; 在 木 结构 中 ,各 杆 通 常 是 桦 接 或 螺栓 连接 。 

2) 杆 的 几何 性 质 有 差异 








区 别 ， 主 要 表现 在 以 下 几 





P， 各 杆 端 通常 是 整体 浇注 


实际 工程 中 的 直 杆 无 法 绝对 平 直 ， 结 点 上 各 杆 的 轴线 也 不 一 定 完全 交 于 一 点 。 
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3) 结构 上 的 荷载 有 差异 

实际 工程 中 顶 架 必然 有 自重 ， 即 使 荷载 是 作用 在 结 点 上 ,在 自重 的 作用 下 ， 各 杆 必然 
发 生 弯曲 变形 ， 产 生 弯 曲 应 力 ， 并 不 像 理 想 机 架 那样 只 有 均匀 分 布 的 轴 力 。 

2. 术 架 中 各 部 分 的 名 称 

桥架 的 杆 件 ， 按 其 所 在 位 置 的 不 同 ， 可 分 为 弦 杆 和 腹 杆 两 大 类 ， 如 图 6. 7 所 示 ， 弦 杆 
是 指 榭 架 上 、 下 外 围 的 杆 件 ， 可 分 为 上 弦 杆 和 下 弦 杆 ;， 腹 杆 是 在 上 、 下 蓄 杆 之 间 的 杆 件 ， 
可 分 为 竖 杆 和 和 斜 杆 ， 弦 杆 上 两 相 邻 结 点 之 间 的 区 间 称 为 节 间 。 


结 点 荷载 
| 






































be 









节 间 下 弦 杆 | 
跨度 


图 6.7 
3. 者 定 平面 检 架 的 分 类 
按 几何 组 成 分 类 ， 可 分 为 以 下 3 类 。 


(1) 简单 柏 架 : 由 一 企 基 本 匀 接 三 角形 开始 ， 逐次 增加 二 元 体 所 组 成 的 几何 不 变 体 。 
如 图 6. 8 所 示 的 两 个 枯 架 。 





图 6.8 


(2) 联合 检 架 ， 由 几 个 简单 枯 架 ， 按 两 刚 片 法 则 或 三 刚 片 法 则 所 组 成 的 几何 不 变 体 。 
如 图 6. 9 所 示 的 两 个 术 架 。 
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(3) 复杂 检 架 : 不 属于 前 两 种 的 桥架 。 如 图 6. 10 所 示 的 两 个 桥架 。 


他 内 


图 6.10 


| 6. 2 杭 架 内 力 计算 的 方法 


析 架 中 杆 的 内 力 计算 方法 有 : 结 点 法 、 截 面 法 、 联合 法 。 
1. 结 点 法 


结 点 法 : 截取 杭 架 的 一 个 结 点 为 隔离 体 计算 杭 架 内 力 的 方法 。 

结 点 上 的 荷载 、 反 力 和 杆 件 内 力作 用 线 都 汇 交 于 一 点 ， 组 成 了 平面 汇 交 力 系 ， 因 此 ， 
结 点 法 是 利用 平面 汇 交 力 系 求解 内 为 的 。 

利用 结 点 法 求解 梅 架 ， 主 要 是 利用 汇 交 力 系 求解 :每 半 个 结 点 只 能 求解 两 根 杆 件 的 内 
力 ， 因 此 ， 结 点 法 最 适用 于 计算 简单 枯 架 。 

分 析 时 ， 各 个 杆 件 的 内 力 一 般 先 假设 为 受 拉 ， 当 计算 结果 为 正 时 ,说 明 杆 件 受 拉 ; 为 
负 时 ， 杆 件 受 压 ， 

【 例 6 - 13 用 结 点 法 计算 图 6. 11 所 示 检 架 各 杆 
的 内 力 。 

解 : (1) 求 支 座 反 力 。 

RA 一 Ra 一 2P( 人 ) 

(2) 计算 各 杆 的 内 力 。 
于 该 结构 几何 形状 、 和 荷载 、 约 束 反 力 都 对 称 ， 
则 内 力也 对 称 ， 所 以 只 需 计 算 对 称 轴 一 侧 的 内 力 即 
可 。 现 计算 左 半 部 分 。 

结 点 1 [图 6.12(a)]: 












































DY=0, Nissina 











Nis P( 压 ) 











EX=0, Nhacosa 十 Na 一 0， cosa Na 一 3P( 拉 ) 


后 ， 
结 点 2 [图 6.12(b)]: 
Na 一 No 一 3P( 拉 ) 


ZX=0, Na 一 Na 一 0， Na 一 Na 一 3P( 拉 ) 
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结 点 3 [图 6.12(c)]: 


SpdE) 


DX=0, Na+Nis—Psingt+ Nsscos2a=0， Na 二 一 /5P( 压 ) 
结 点 4 [图 6.12(d)]: 
FY=0， 一 Ns 一 P+2Nusina 二 0， Ne 一 P( 拉 ) 


p 
Ns Ns pe 
P2 A t 4 
38020 
Ns 

1 一 Na md 一 心 /7 SS Na” AN 
Ai 0 Nss | 
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js 


SY=0, 











Pcosa=0, Nss 

















全 (b) (0) (d) 
图 6.12 


通过 上 题 我 们 发 现 ， 检 架 中 有 时 会 出 现 内 力 是 零 的 杆 ( 称 为 零 杆 )。 如 果 在 计算 之 前 ， 
能 预先 判断 出 零 杆 ， 会 给 计算 带 来 很 多 的 方便 ,在 以 下 情况 会 出 现 零 杆 : 

(1) 不 共 线 的 两 杆 相 连 且 结 点 上 无 荷载 作用 时 ， 则 这 两 个 杆 都 为 零 杆 ， 见 图 6. 13(a); 

(2) 当 两 杆 结 点 上 作用 荷载 且 荷 载 沿 其 中 一 杆 的 方向 ， 则 该 杆 轴 力 大 小 与 荷载 相等 ， 
另外 一 杆 的 轴 力 为 零 ， 见 图 6.113(b)》 

(3) 三 杆 相 连接 的 结 点 , 有 两 杆 共 线 ， 当 结 点 上 无 荷载 作用 时 ， 则 不 共 线 那个 杆 的 轴 
力 为 零 ， 而 共 线 的 两 杆 的 轴 力 大 小 相等 、 性 质 相同 , 见 图 6. 13(c) 。 


», N 

Ni 

pA 2 

一 一 六 一 -及 
一 六 
> NA 
N=N:=0 N=0 Ns=0 
全 (b) (© 
图 6.13 


零 杆 指 杆 件 轴 力 为 零 的 杆 件 ， 虽 不 受 轴 
力 ， 但 不 能 理解 成 多 余 的 杆 件 。 

【 例 6-2】 判断 图 6. 14 所 示 析 架 的 零 杆 。 

解 : 杆 1、2、3、4、5、6、7、8、9、 
10、11、12、13、14、15 都 是 零 杆 。 

结 点 C 处 于 对 称 轴 上 ， 处 于 对 称 位 置 的 
12 杆 和 13 杆 的 内 力 应 相等 ， 即 Ni 一 No， 
又 因 N; =0, 由 Y=0, Ys 十 Ys =0， 
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Ys 二 一 了 is， 与 Na 一 Na 了 矛盾， 所 以 Ne 一 Na 一 0。 

2. 截面 法 

截面 法 : 用 适当 的 截面 ， 截 取 梅 架 的 一 部 分 (至 少 包括 两 个 结 点 ) 为 隔离 体 ， 利 用 平面 
任意 力 系 的 平衡 条 件 进行 求解 。 

截面 法 适合 于 求解 指定 杆 件 的 内 力 ， 尤其 是 联合 术 架 中 连接 杆 的 轴 力 。 隔 离 体 上 的 未 
知 力 一 般 不 超过 三 个 。 在 计算 时 ， 轴 力也 一 般 假 设 为 拉力 。 

为 避免 求解 联 立方 程 ， 要 注意 选择 平衡 方程 ， 一 般 使 每 一 个 平衡 方程 包含 一 个 未 
知 力 。 

【 例 6-3】 求 图 6.15(a) 所 示 术 架 中 1、2、3 杆 的 轴 力 。 





















































Fl2 F F 更 P2 








图 6,15 
解 : (1) 求 支 座 反 力 。 
(2) 求 各 杆 轴 力 。 
取 工 一 工 截面 左边 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 6. 15(b) 所 示 。 











了 oo 一 NXd 一 (2F 一 会) 区 ao0， Ni 3F( 拉 ) 
EY—0, 2F—£—F—Nitos45"—0, N; 糙 Fd 拉 ) 











DX=0， 由 十 Ni 十 Nzcos45" 一 0， Ns, 二 一 2F( 压 ) 
【 例 6- 4】 求 图 6. 16(a) 所 示 检 架 杆 1、2 的 内 力 Ni 、N: 。 
解 : 计算 支 座 反 力 : XA=P(<-), Ya=P(¢) 
这 是 联合 柏 架 ， 切 断 三 根 联系 杆 ， 取 隔离 体 如 图 6. 16(b) 所 示 。 





图 6. 16 


结交 刀 学 实用 教 生 











EMA=0, 15Ni+3P+6P=0,， N= 一 0.6P( 压 ) 
X=0, N;=P 

在 截面 法 的 应 用 中 ,会 有 下 述 的 特殊 情况 : 

一 般 来 说 ， 用 截面 法 截断 不 超过 三 根 不 交 于 一 点 也 不 互相 平行 的 杆 件 时 ， 可 以 直接 利 
用 三 个 平衡 方程 求 出 三 根 杆 件 的 轴 力 。 但 在 某 些 特殊 情况 下 ， 截 断 的 杆 数 大 于 三 根 ， 但 除 
一 根 以 外 ， 其 余 各 杆 都 交 于 一 点 (或 都 互相 平行 )， 则 这 一 根 不 与 其 他 杆 件 相交 (或 与 其 他 
杆 件 平行 ) 的 杆 件 的 轴 力 ， 仍 可 利用 力矩 平衡 方程 (或 投影 平衡 方程 ) 求 得 。 
如 图 6. 17(a) 所 示 ， 若 求 柏 架 中 1 杆 的 轴 力 ， 则 取 "一 ” 截面 左边 为 研究 对 象 ， 受 力 
如 图 6.17(b)， 则 对 C 点 列 力矩 方程 可 求 出 杆 1 轴 力 。 






































N 





图 6.17 


如 图 6. 18 所 示 ， 当 所 取 一 ”截面 截断 三 根 以 上 的 杆 件 ， 除 了 杆 1 外 ， 其 余 各 杆 均 互 
相 平行 ， 则 由 投影 方程 可 求 出 杆 1 轴 力 。 取 "一 "截面 
以 上 为 隔离 体 ， 列 出 水 平方 向 上 的 投影 方程 就 可 求 出 1 
杆 的 轴 力 。 

3， 联 合法 


n 在 解决 一 些 复 杂 的 术 架 时 ， 单 应 用 结 点 法 或 截面 
法 往往 不 能 够 求解 结构 的 内 力 或 比较 烦琐 ， 这 时 需要 
图 6.18 将 这 两 种 方法 联合 应 用 ， 从 而 进行 解 题 ， 解 题 的 关键 
是 从 几何 构造 分 析 。 
【 例 6-5】 求 图 6. 19(a) 所 示 枯 架 中 1、2 杆 的 轴 力 Ni 、N;。 


F 











图 6.19 


解 : (1) 求 支 座 反 力 。 

(2) 取 w 一 n 截面 左边 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 6. 19(b) 所 示 。 
Emc=0, NiX4+10X3 一 10X6==0， NNi==7. 5kN( 拉 ) 

(3) 以 结 点 B 为 研究 对 象 ( 受 力图 略 )， 可 求 出 2 杆 的 内 力 N; 二 一 12. 5kN( 压 
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| 6. 3 静 定 组 合 结构 


1. 组 合 结构 的 受 力 特点 

组 合 结构 是 由 受 弯 构 件 ( 梁 式 杆 ) 与 受 拉 压 杆 件 组 合 而 成 的 。 组 合 结构 多 用 于 工业 与 民 
用 建筑 中 的 屋 架 结构 、 吊 车 梁 及 桥梁 中 的 承重 结构 。 

图 6. 20 所 示 为 下 撑 式 五 角形 屋 架 及 其 计算 简 图 ， 上弦 杆 为 梁 式 杆 ， 由 钢筋 混凝土 制 
成 ; 下 弦 杆 和 腹 杆 为 链 杆 ， 由 型 钢 制 成 。 

图 6. 21 所 示 为 一 门 式 组 合 结构 ， 柱 子 是 梁 式 杆 ， 屋 架 则 由 链 杆 组 成 。 














图 6.20 图 6.21 


2. 组 合 结 构 的 计 茜 

计算 组 合 结构 时 ， 应 先 根据 其 几何 组 成 来 确定 计算 的 顺序 ， 依 次 求 各 部 分 的 约束 力 ， 
然后 再 求 内 力 。 求 内 力 时 ， 一般 先 求 各 链 杆 的 内 力 ， 再 求 各 梁 式 杆 的 内 力 ， 绘 制 内 力图 。 

【 例 6-6】 试 作出 图 6. 22 (a) 所 示 组 合 结构 的 内 力图 。 

解 : 该 结构 AC、BC 杆 为 梁 式 杆 ， 其 余 各 杆 均 为 二 力 杆 。 

(1) 求 支 座 反 力 。 

Xa=0, YA=6kN( 14), Ys=6kN( +¢) 

(2) 计算 各 链 杆 内 力 。 

作 截面 x 一 nx， 截断 匀 C 和 链 杆 DE ， 隔 离 体 见 图 6. 22(b) 。 
PMc=0, 6X6 一 1X6X3 一 NosX3 王 0 











Nope 二 6kN( 拉 ) 





再 由 DD 结 点 的 平衡 ,可 得 
Nm 一 6XV2 一 8.48kN( 拉 ) 
Nor 二 一 6kN( 压 ) 
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(3) 计算 梁 式 杆 内 力 。 
取 AFC 为 隔离 体 ， 受 力图 如 图 6. 22(c) 所 示 ， 由 此 可 求 出 AFC 各 截面 上 的 内 力 。 再 
根据 对 称 性 可 作出 内 力图 ， 如 图 6. 22 (d) 、(e) 、( 了 所 示 。 


ny 


1kN/im Gd IkN/m 














1kN/m 


F p 
6KN Ver 








“8 Se 


3 VY 图 (KN) 3 AB 梁 N 图 (KN) 
人) (0 
图 6. 22 
本 章 小 结 


本 章 首先 讨论 了 平面 静 定 柱 架 的 组 成 和 分 类 : @ 术 架 是 只 受 结 点 荷载 的 直 杆 铵 结 体 
系 ; @ 栓 架 各 杆 件 内 力 只 有 轴 力 ( 受 拉 或 受 压 的 二 力 杆 ); @@ 析 架 按 几何 组 成 可 分 为 简单 柏 
架 、 联 合 柚 架 、 复 杂 栓 架 。 

介绍 了 静 定 平面 术 架 内 力 计算 的 两 个 主要 方法 : 结 点 法 与 截面 法 。 具 体 步 骤 是 : 作 几 
何 组 成 分 析 、 求 支 座 反 力 、 判 定 零 杆 、 应 用 结 点 法 和 截面 法 进行 内 力 分 析 。 

若 枯 架 对 称 ， 计 算 过 程 中 可 考虑 对 称 性 的 利用 。 应 用 截面 法 时 ， 若 截面 的 未 知 力 超过 
三 个 ， 当 仅 有 一 个 未 知 力 与 其 他 未 知 力 不 平 行 时 可 采用 投影 方程 求 出 该 力 ， 当 仅 有 一 个 未 
知 力 与 其 他 未 知 力 不 汇 交 时 可 采用 力矩 方程 求 出 该 力 。 

本 章 还 介绍 了 组 合 结构 的 内 力 计算 ， 计 算 过 程 中 ， 要 注意 区 分 机 架 结 点 和 析 架 杆 与 梁 
式 杆 连接 结 点 的 不 同 之 处 。 





关键 术语 


杆 件 (bar); 贸 结 点 (hinge joint); 术 架 (truss); 平面 机 架 (plane truss); 节 间 (inter- 
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val); 弦 杆 (chord member); 上 弦 杆 (upper chord member); 下 弦 杆 (lower chord mem- 
ber); 腹 杆 (web member); 竖 杆 (vertical member); 斜 杆 (skew bar); 简单 机 架 (simple 
truss); 联合 棉 架 (joint truss); 复杂 机 架 (complex truss) 结 点 法 (joint method); 零 杆 
(member without force); 截面 法 (section method); 组 合 结构 (composite structure) 。 


习 题 6 


一 、 思 考题 

1. 理想 检 架 的 基本 假设 是 什么 ? 

2. 术 架 和 梁 相 比较 有 何 优点 ? 

3. 术 架 按 几何 组 成 可 分 为 哪儿 类 ? 

4. 术 架 中 杆 内 力 的 计算 方法 有 哪 几 种 ? 

5. 怎样 利用 联合 桥架 的 组 成 特点 来 进行 计算 ? 

6， 怎样 判断 零 杆 ? 

7. 零 杆 既然 不 受 力 ， 为 什么 在 实际 结构 中 不 把 它 去 掉 ? 

8. 什么 是 组 合 结构 ?怎样 判断 组 合 结构 中 的 杆 是 二 力 杆 还 是 梁 式 杆 ? 
9 








. 组合 结构 的 计算 方法 和 步骤 是 怎样 的 ? 

二 、 填空 题 

1. 由 一 个 基本 铵 结 三 角形 依次 增加 二 元 体 而 组 成 的 桥架 称 为 ， 由 几 个 
简单 柏 架 按 几 何不 变 体系 的 组 成 规则 组 成 的 柏 架 称 为 ， 按 上 述 两 种 方式 以 外 
组 成 的 其 他 静 定 析 架 称 为 。 

2 对 栓 架 进行 内 力 分 析 时 ， 若 所 取 隔 离 体 只 包含 一 个 结 点 ， 称 为 法 ; 若 
所 取 隔 离 体 包含 两 个 或 两 个 以 上 的 结 点 ， 则 称 为 法 。 

3. 组 合 结构 是 指 由 链 杆 和 受 弯 杆 件 的 结构 ， 其 中 链 杆 只 有 ， 受 弯 
杆 件 同时 有 和 以 及 剪 力 。 

4. 图 6. 23 所 示 柏 架 中 杆 1 和 杆 2 的 轴 力 六 一 ， 六 一 

5. 图 6. 24 所 示 栓 架 中 杆 1 和 杆 2 的 轴 力 六 一 ,N= 























图 6.23 6.24 
6. 图 6. 25 所 示 两 柏 架 中 斜 杆 AB 的 内 力 Nas， 其 大 小 ， 性质 。 
7. 图 6. 26 所 示 梅 架 中 内 力 为 零 的 杆 件 有 根 ， 并 标示 在 零 杆 上 。 
8. 图 6. 27 所 示 结 构 中 内 力 为 零 的 杆 件 有 根 ， 并 标示 在 零 杆 上 。 
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图 6.25 








6.26 图 6.27 


三 、 判断 题 

1. 因为 零 杆 的 轴 力 为 零 ， 故 该 杆 从 该 静 定 结构 中 去 掉 ; 不 影响 结构 的 功能 。( ) 
2. 图 6. 28 所 示 对 称 梅 架 中 杆 1 一 6 的 轴 力 等 对 零 ( ) 

3. 图 6. 29 所 示 检 架 中 下 有 Ni 二 N; 二 N; 二 0。( ) 
































图 6.28 图 6.29 

4. 图 6. 30 所 示 栓 架 中 ,连接 巨 结 点 的 三 根 杆 件 的 内 力 均 为 零 。 (  ) 

5. 图 6. 31 所 示 检 架 杆 件 AB、AF、AG 内 力 都 不 为 零 。( ) 

6. 采用 组 合 结构 可 以 减少 梁 式 杆 件 的 弯 矩 ， 充 分 发 挥 材料 强度 ， 节 省 材料 。( ) 

7. 组 合 结构 中 ， 链 杆 ( 枯 式 杆 ) 的 内 力 是 轴 力 ， 梁 式 杆 的 内 力 只 有 弯 矩 和 剪 
为 ( ) 

8. 图 6. 32 所 示 结 构 中 ， 支 座 反 力 为 已 知 值 ， 则 由 结 点 D 的 平衡 条 件 即 可 求 得 Fxew 。 
( ) 

9. 图 6. 33 所 示 结 构 中 杆 1 的 轴 力 Ni 二 0。( 
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* 
| 
图 6.30 6.31 
E 
kf 了 T> 
B 所 - L L 
图 6.32 图 6.33 
四 、 选 择 题 





1. 图 6. 34 所 示 检 架 中 ,- 当 仅 增 大 检 架 高 度 ,其 他 条 件 均 不 变 时 ， 杆 1 和 杆 2 的 内 力 














变化 是 (  )。 
A.， NNN, 均 减 小 B. Ni、NN: 均 不 变 
CNN 减 小 、N; 不 变 D，Ni 增 大 、N; 不 变 
2. 图 6. 35 所 示 栓 架 中 1、2 杆 内 力 值 为 ( )。 
A. Ni=N;,=0 B. Ni1<0、N;<=0 
C D. Ni>0、 N,>0 





6m 


6m 





3m | 3m | 3m | 3m | 3m | 3m 


图 6.34 6.35 











3. 图 6. 36 所 示 术 架 中 1、2、3、4 杆 内 力 值 为 ( 站 
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A. Ni 二 N; 二 0，Ns 二 Ni 不 等 于 0 
人 不 等 于 0， N;=N,=0 

二 NN, 不 等 于 0, N; 二 NN, 不 等 于 0 
号 N;=N;=N,=0 





4. 图 6. 37 所 示 结 构 当 高 度 增加 时 ， 杆 1 的 内 力 ( 。 )。 
A. 增 大 B. 不 变 
C. 不 确定 D. 减 小 
Fr Fp 
| | ] 
图 6.36 图 6.37 


5. 图 6. 38 所 示 两 栓 架 中 杆 AB 的 内 力 分 别 记 为 Ni 和 N;， 则 两 内 力 有 ( 六 









A. Ni>N; B. Ni,<N; 
C. Ni 一 Na D. Ni <N， 
Err 
22 al2 al2 8 
图 6.38 
6. 图 6. 39 所 示 栓 架 结 构 中 ， 杆 1 的 轴 力 为 (  )。 
A. —P B. 一 1.414P 
C. 一 2.732P D. 一 1.732P 
7. 图 6. 40 所 示 梅 架 中 杆 1 的 轴 力 为 ( )。 
Ro B. — V2P 
C. V2P/2 D. V2P 
8. 图 6. 41 所 示 结 构 中 ， 当 荷载 及 hh 保持 不 变 而 hi 增 大 、h 减 小 时 ， 链 杆 DE 与 DF 














内 力 绝对 值 的 变化 为 (。”)。 
A. Nore 不 变 ，| Noe | 增 大 B. Noe 增 大 ，| Noe | 增 大 
C， Nope 不 变 ，| Nps | 减 小 D. Noe 减 小 ，| Noe | 不 变 
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P Pr 
人 全 了 = 二 一 一 = 
图 6.39 图 6.40 
9. 如 图 6. 42 所 示 的 检 架 中 ，FH 杆 的 轴 力 为 4 
人 一 3 R 2 C 人 D. = 


a 





641 图 6.42 


10. 图 6. 43 所 示 结 构 中 杆 1 的 轴 力 为 ( )。 


A. —gil/2 BO Ct = D. —2¢l 
11. 图 6. 44 所 示 结 构 中 B 支 座 反 力 Fs 为 ( 
A.P B. P/2 Ga D2P 
Pp 
g 
PP 。 
1 1 1 Fs 
图 6.43 图 6.44 


12. 图 6. 45 所 示 梅 架 杆 e 的 内 力 是 ( ) 。 
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A, —3F 也 —2F C. 2F D. 3F 
13. 图 6. 46 所 示 术 架 中 杆 c 的 内 力 是 ( 后 
A. 一 F/2 B. 0 C. F/2 D.F 





图 6.45 


14. 图 6.47 所 示 检 架 中 杆 BE 的 内 力 Na 为 ( )。 


A. 下 B. 一 下 G A D. 一 V2F 
15. 不 经 计算 ， 通 过 直接 判定 得 知 图 6. 48 所 示 杭 架 中 零 杆 的 数目 为 (  ) 根 。 
A. 4 B. 5 C6 DBD; 7 




















图 6.47 
16， 如 图 6. 49 所 示 ， 结构 CD 杆 的 内 力 是 ( ) 
A. 一 F/2 B. 0 C. F/2 DE 
17. 如 图 6. 50 所 示 的 检 架 中 ,GF 和 DC 杆 的 轴 力 分 别 为 (””)。 
A. 一 F, 一 F/2  B. —F/2, 0 | D. F, F/2 











F F i 
D 

+ d + 2d + 2d + d 
图 6. 49 
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18. 如 图 6. 51 所 示 ， 榭 架 杆 中 、@ 的 内 力 分 别 为 (。”)。 











A. V2P， fp B. 一 V2P， -8P 
、_Y2p, _V2 V2p, (2 
GP aR DB 克 
19. 图 6. 52 所 示 结 构 中 杆 1 的 轴 力 一 定 为 ( )。 
A. 0 B. 2Fp( 拉 力 ) 
C. 0.5Fp (压力) D. 0. 5Fp (拉力 ) 
丧 
-| 
-| 
Fp 
a a a a a a d 2d d 
I 
图 6.51 图 6.52 
20. 图 6. 53 所 示 结 构 中 杆 @ 四 的 轴 力 为 ( ji 
A. —P B. 一 0.5 忆 
G0 D, P 
21. 图 6. 54 所 示 结 构 杆 中 -CF 的 轴 力 为 ( ) 
A. 2P( 拉 ) B. P/3( 拉 ) C. 4P( 拉 ) D. 4P( 压 ) 











4a a a a a 
图 6.53 图 6.54 
五 、 计 算 分 析 题 
1. 试 分 析 图 6. 55 所 示 柏 架 的 类 型 ， 找 出 零 杆 。 
P 
wp 
全 (b) 


图 6.55 
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p 
(d) 
| 
(D 

图 6.55( 续 ) 


2. 用 结 点 法 求 图 6. 56 所 示 栓 架 各 杆 的 轴 力 。 








图 6.56 
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3. 用 截面 法 求 图 6. 57 所 示 栓 架 指定 杆 的 轴 力 。 

















3mx6=18m 4mx6=24m 
(9 (D 
图 6.57 








4. 选用 较 简 捷 的 方法 计算 图 6. 58 所 示 术 架 中 指定 杆 的 轴 力 。 














(a) (b) 


图 6.58 
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5. 试 做 出 图 6. 59 所 示 组 合 结构 的 内 力图 。 


20kN 30kN 40kN 








3mx4=12m 


(b) 


图 6.59 
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第 了 有意 
结构 的 位 移 计算 
































CGE) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
证 广义 位 移 的 概 您 疼 功 与 虚 功 的 概念 、 变 形 
体系 的 虚 功 原理 
静 定 结构 的 位 移 计算 掌握 单位 荷载 法 计算 位 移 
掌握 图 乘法 计算 梁 和 刚 架 的 位 移 
掌握 支 康 移动 及 温度 改变 引起 的 位 移 计算 方法 
功 的 原理 了 解 互 等 定理 
E> 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
图 来 法 计算 梁 和 刚 架 的 位 移 掌握 刚度 校 核 、 超 静 定 结构 的 计算 
互 等 定理 的 应 用 丁 解 力 法 方程 、 位 移 法 方程 的 建立 
D> ss 
“鸟巢 ”站 起 来 了 


结构 建造 过 程 中 ， 需 要 对 搭建 的 杆 件 设置 临时 支撑 点 ， 当 各 个 构件 组 装 成 结构 后 ， 再 撤去 临时 支撑 ， 
原 支 撑 上 所 负担 的 荷载 将 转移 到 结构 上 ， 这 个 过 程 就 是 结构 的 印 载 (对 于 临时 支撑 是 印 掉 荷 载 ， 以 便于 将 
其 拆除 ; 对 于 结构 是 增加 了 荷载 ) 。 

2006 年 9 月 18 日 ， 随 着 建筑 工人 在 “ 鸟 介 ”的 顶端 取 下 了 最 后 一 块 钢 垫 块 ， 历 时 4 天 的 国家 体育 场 
钢 结构 趣 载 顺 利 完成 。 此 次 外 载 的 钢 结构 总 质量 达到 14000t， 共 有 78 个 部 载 点 ,安装 了 156 个 千斤 顶 ， 
采取 分 级 同步 印 载 的 方法 。 乌 梨 由 被 外 力 支撑 的 状态 (图 7. 1 为 正在 搭建 过 程 中 ) 变 成 完全 人 靠 自 身 结构 支 
撑 而 站 立 起 来 了 (图 7.2)。 

结构 在 印 载 过 程 中 ， 支 撑 点 的 转移 会 使 结构 产生 很 大 的 位 移 -“ 鸟 人 梨 ” 印 载 成 功 后 ， 整 个 钢 结构 在 独 
立 承 重 的 状态 下 ， 出 现 了 不 同 程度 的 下 沉 ， 最 大 下 沉 距 离 达 到 了 27. lcm( 比 设计 规定 值 少 1. 5cm， 完 全 
符合 设计 要 求 )。 显 然 ， 若 在 设置 临时 支撑 时 未 考虑 这 种 位 移 。 则 印 载 后 的 结构 形状 将 会 发 生变 化 ， 甚 至 
会 影响 结构 的 使 用 。 
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图 7.1 图 7.2 


结构 的 位 移 不 仅 影响 到 结构 施工 ， 在 结构 的 刚度 校 核 、 超 静 定 结构 的 计算 以 及 结构 的 动力 计算 中 也 
都 需要 考虑 结构 的 位 移 。 本 章 将 首先 对 静 定 结构 的 位 移 计算 进行 研究 。 





| 7. 1 位 移 计算 概述 


结构 在 荷载 等 因素 作用 时 ， 要 产生 变形 和 位 移 : 变形 是 指 结构 (或 其 一 部 分 ) 形 状 的 改 
变 , 位 移 则 是 指 结构 各 截面 位 置 的 移动 。 结 构 的 位 移 有 两 大 类 ， 一 类 是 线 位 移 ， 指 结构 上 
某 点 沿 直线 方向 移动 的 距离 ， 另 一 类 是 角 位 移 。 指 结构 上 某 截 面 转动 的 角度 。 如 图 7. 3(a) 
所 示 的 悬臂 刚 架 ， 在 竖 向 力 已 作用 下 刚 架 变形 曲线 以 虚线 示意 ， 梁 端 A 点 移 到 A'， 
AA' 是 A 点 的 线 位 黎 ， 用 As 表示 和 它 可 分 解 为 水 平方 向 和 竖 直 方向 两 个 分 量 ， 分 别 以 
Anw 和 Anv 表 示 。 图 中 的 为 A 截面 的 转角 ， 也 就 是 截面 人 A 的 角 位 移 。 以 上 两 种 位 移 义 称 
为 绝对 位 移 。 有 时 要 计算 相对 位 移 ， 即 指 两 点 或 两 截面 之 间 的 位 置 相 对 改变 量 ， 包 括 相 对 
线 位移 和 相对 角 位 移 、 例 如 图 7. 3(b) 所 示 的 刚 架 ， 在 荷载 作用 下 其 变形 如 虚线 所 示 ， 其 
中 人 A 点 水 平 位移 为 A%，B 点 水 平 位 移 为 As-， 则 A、B 两 点 间 的 相对 水 平 位 移 为 Am 二 
A 十 An,。 男 外 ;C 截面 的 转角 为 gc， 截面 的 转角 为 gp， 则 C、D 两 截面 相对 转角 为 
0 一 0 十 Op 。 








图 7.3 














结构 位 移 计算 主要 有 以 下 目的 应 用 : @ 验 算 结构 的 刚度 ， 工程 结构 设计 除了 必须 满足 
强度 要 求 外 ,还 必须 保证 具有 足够 的 刚度 ， 不 能 产生 过 大 的 变形 ， 即 结构 的 变形 不 得 超过 
规范 规定 的 容许 值 ， 如 《 钢 结构 设计 规范 》 规 定 ， 楼 ( 屋 ) 盖 主 梁 的 挠 度 容 许 值 为 梁 跨 度 的 
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1/400, 轻 级 工作 制 桥 式 吊车 梁 挠 度 容许 值 为 梁 跨度 的 1/800 ，@) 为 超 静 定 结构 的 内 力 计 
算 作 准 备 ， 因 为 在 超 静 定 结构 计算 中 ， 不 仅 需 考虑 结构 的 平衡 条 件 ， 还 必须 满足 结构 的 变 
形 协 调 条 件 ， 而 建立 变形 协调 条 件 ， 必 须 计 算 结 构 的 位 移 ; @ 施 工 阶段 结构 起 拱 ， 结 构 构 


件 在 使 用 中 会 产生 变形 ， 根 据 对 变形 的 分 析 ， 在 施 i 


工 阶段 ， 采 取 反 向 预 加 位 移 ， 这 样 在 实际 应 用 中 能 
¢ Sy 5 
€ 














减 小 或 抵消 实际 位 移 。 如 图 7.4 所 示 的 棉 架 ， 坚 向 
荷载 作用 时 的 挠 度 ， 通 过 施工 阶段 向 上 起 拱 ， 得 以 
减 小 或 抵消 ; @ 此 外 ， 在 结构 的 动力 计算 和 稳定 计 
算 中 ， 也 需要 计算 结构 的 位 移 。 可 见 ， 结 构 的 位 移 图 7.4 

计算 在 工程 上 是 具有 重要 意义 的 。 

除 荷载 因素 外 ， 温 度 改变 、 支 座 移动 、 材 料 收 缩 和 制造 误差 等 ， 也 是 结构 产生 位 移 的 
原因 。 例 如 图 7. 5(a) 所 示 的 刚 架 ， 外 侧 温度 改变 为 上 CC， 内 侧 温度 改变 为 2C， 当 户 过 和 
时 刚 架 将 发 生 虚线 所 示 变 形 与 位 移 ， 如 图 7. 5(b) 所 示 的 刚 架 , 当 支 座 A 发 生 沉 陷 与 滑 移 
时 ， 结 构 也 会 产生 相应 的 位 移 。 静 定 结构 在 温度 改变 与 支 座 移动 时 ， 虽 产生 位 移 但 并 不 产 
生 内 力 。 


























(a) 


图 7.5 


本 章 所 研究 的 是 线性 变形 体系 位 移 的 计算 。 所 谓 线 性 变形 体系 是 指 位 移 与 荷载 成 比例 
的 结构 体系 ， 荷 载 对 这 种 体系 的 影响 可 以 释 加 ， 而 且 当 荷载 全 部 撤除 后 ， 由 荷载 引起 的 位 
移 也 完全 消失 ， 这 样 的 体系 ， 应 力 与 应 变 的 关系 符合 胡 克 定律 ， 且 变形 应 是 微小 的 ， 在 计 
算 结构 的 反 力 和 内 力 时 ， 可 认为 结构 的 几何 形状 和 尺寸 以 及 荷载 的 位 置 和 方向 保持 不 变 。 


| 7. 2 虚 功 和 变形 体 虚 功 原理 


1. 虚 功 

功 等 于 力 在 作用 点 位 移 方向 的 分 量 与 位 移 大 小 的 乘积 。 功 包含 两 个 要 素 一 一 力 和 位 
移 ， 当 力 与 位 移 分 属于 两 个 相互 无 关 的 状态 时 ， 这 类 功 称 为 虚 功 。 

例如 在 图 7. 6 所 示 结 构 中 ，7. 6(a) 图 A 点 处 作用 一 个 集中 力 PP， 达 到 平衡 ， 称 为 力 状 
态 。 假 设 由 于 某 种 其 他 原因 结构 发 生 如 图 7. 6(b) 中 虚线 所 示 的 变形 (为 清晰 起 见 ， 图 中 没 
有 标明 使 结构 发 生变 形 的 原因 )， 称 为 位 移 状态 力 P 的 作用 点 由 A 移动 到 A'， 水平线 位 
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移 为 A， 则 力 P 所 做 的 虚 功 为 





W=PA 
4 
P 4 二 二 
/4 
/ 
/ 
Bp / 
lB / 
= 
(人 (b) 
图 7.6 


将 上 式 的 定义 扩大 ， 式 中 ,，W 为 虚 功 ; P 为 广义 力 ; A 为 广义 虚 位 移 。 所 谓 虚 位 移 ， 
是 指 与 力 已 作用 无 关 ， 为 约束 条 件 所 允许 的 任意 微小 位 移 。 

若 己 是 一 个 力 ， 相 应 的 A 为 沿 这 个 力作 用 线 方 向 的 线 位 移 。 如 图 7.7(a) 所 示 ， 简 支 
梁 在 C 点 作用 一 个 竖 向 力 ， 让 它 经 历 图 7. 7(c) 所 示 虚 位 移 做 功 ， 相 应 的 虚 位 移 A 是 在 C 
点 沿 力 P 作用 方向 的 线 位 移 。 

如 果 卫 是 一 个 力 偶 ， 相 应 的 A 为 沿 力 偶 丰 用 方向 的 角 位 移 。 如 图 7.7(b) 所 示 ， 简 支 
梁 在 B 端 作用 一 个 力 偶 M， 让 它 经 历 图 7,7t) 所 示 的 位 移 做 功 ， 相 应 的 位 移 A 则 是 沿 M 
作用 方向 的 B 端 截 面 的 转角 9。 








2. 变形 体系 的 虚 功 原理 
体系 在 变形 过 程 中 ， 不 但 各 杆 发 生 刚 体 运 动 ， 内 部 材料 同时 也 产生 应 变 ， 则 该 体系 属 
于 变形 体系 。 
对 于 变形 体 体 系 ， 虚 功 原理 可 表述 如 下 : 体系 在 任意 平衡 力 系 作用 下 ， 对 于 任何 虚 位 
移 ， 外 力 所 做 虚 功 总 和 等 于 各 微 段 上 的 内 力 在 其 变形 上 所 做 的 虚 功 总 和 。 或 者 简单 地 说 ， 
外 力 虚 功 等 于 变形 虚 功 ， 即 























W.=W, (7-1) 
式 中 W. 为 体系 的 外 力 虚 功 ; W, 为 体系 的 内 力 虚 功 。 
现 简要 说 明 上 述 原理 的 正确 性 ， 关 于 更 详细 的 数学 推导 及 证 明 ， 读 考 可 参阅 其 他 
书籍 。 
图 7. 8(a) 表 示 结 构 在 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ,图 7. 8(b) 表 示 该 结构 由 于 其 他 原因 
(图 中 未 示 出 ) 而 产生 的 虚 位 移 状态 ， 下 面 分 别称 这 两 个 状态 为 结构 的 力 状 态 和 位 移 状 态 。 
这 里 ， 虚 位 移 必 须 是 微小 的 ， 并 为 支承 约束 条 件 和 变形 连续 条 件 所 允许 ， 即 所 谓 协调 
的 位 移 。 
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现 从 图 7. 8(a) 的 力 状态 中 取出 一 个 微 段 来 研究 ， 作 用 在 微 段 上 的 力 除外 力 g 外 ， 还 有 
两 侧 截 面 上 的 内 力 ， 即 轴 力 、 弯 和 矩 和 剪 力 (这 些 力 对 整个 结构 而 言 是 内 力 ， 对 于 所 取 微 段 
言 则 是 外 力 ， 为 了 与 整个 结构 的 外 力 即 荷载 和 支 座 反 力 相 区 别 ， 仍 称 这 些 力 为 内 力 )， 
如 图 7.8(c) 所 示 。 在 图 7. 8(b) 的 位 移 状态 中 ， 此 微 段 与 内 力 对 应 的 变形 如 图 7. 8(d) 所 示 。 
































” (a) 
疆 一 一 一 一 必 
:ey 





7.8 
微 段 上 的 各 力 将 在 相应 的 位 移 上 做 虚 功 。 把 所 有 微 段 的 虚 功 累加 起 来 ， 便 是 整个 结构 
的 虚 功 。 
下 面 按 两 种 不 同 的 途径 来 计算 虚 功 。 
(1) 按 外 力 虚 功 与 内 力 虚 功 计算 。 设 作用 于 微 段 上 所 有 各 力 所 做 虚 功 总 和 为 dV， 它 
可 以 分 为 两 部 分 : 一 部 分 是 外 力 所 做 的 功 dW.， 另 一 部 分 是 截面 上 的 内 力 所 做 的 功 
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dWi;， 即 


dW=dW.+dWn 
将 其 沿 杆 段 积分 并 将 各 杆 段 积分 总 和 起 来 ， 得 整个 结构 的 虚 功 为 
5 |aw= 5 |aw.+5 |aw, 


简写 为 


W=W. 二 Wi 


式 中 ，W. 为 整个 结构 的 外 力 虚 功 总 和 ; Wi 为 所 有 微 段 上 的 内 力 所 做 虚 功 总 和 。 




















1 于 任意 相 邻 两 微 段 上 的 内 力 互 为 作用 力 与 反 作 




















力 ， 它 们 大 小 相等 方向 相反 ; 另 一 


方面 虚 位 移 是 协调 的 ， 满 足 变形 连续 条 件 ， 两 微 段 相 邻 的 截面 总 是 密 贴 在 一 起 而 具有 相同 














微 段 上 的 内 力 所 做 虚 功 总 和 为 零 ， 即 





Wi 一 0 
于 是 ， 整 个 结构 上 的 总 虚 功 便 等 于 外 力 虚 功 : 
W=W. 
(2) 按 刚体 虚 功 与 变形 虚 功 计算 。 对 于 微 段 又 可 以 把 位 移 分 解 为 先 发 4 


的 位 移 ， 因 此 每 一 对 相 邻 截面 上 的 内 力 所 做 虚 功 总 是 大 小 相等 正 负 互相 抵消 。 因 此 ， 所 有 


E 刚 体位 移 





(由 ABCD 移 到 A'B'C'D'), 再 发 生变 形 位 移 (截面 A'C' 不 动 ，B'D' 因 变形 移 到 BD") 的 
全 加 ， 如 图 7. 8(e) 所 示 。 作 用 于 微 段 十 所 有 各 力 在 刚体 位 移 上 所 做 虚 功 总 和 为 dW,， 在 变 
形 位 移 上 所 做 虚 功 总 和 为 dW,， 则 微 段 的 总 虚 功 为 
dW 一 dW. 十 dW， 
由 于 微 段 处 于 平 衔 状 态 : 故 由 刚体 的 虚 功 原理 可 知 * 



































dW.=0 
于 是 
dW=dW, 
将 其 沿 杆 段 积分 并 将 各 杆 段 积分 总 和 起 来 ， 得 整个 结构 的 虚 功 为 
5 [aw = 5 |aw, 
即 W=W, 
六 此 W.—W, 
以 上 过 程 说 明 变 形体 虚 功 原理 成 立 。 
微 段 上 内 力 所 做 虚 功 写 为 
dW, =Mdg+Vyds+ Nda 
对 于 整个 结构 : 
w.=5|aw.=5 Mt va t+ 5 [Na 
故 虚 功 方程 为 
W=D Jaw, 入 | Md9+ 5 wa 5 [Nax 


(7=—2) 


(7-3) 


在 上 述 讨论 中 ,并 没有 涉及 材料 的 物理 性 质 ， 因 此 虚 功 原理 适用 于 弹性 、 非 弹性 、 线 


性 、 非 线性 的 变形 体系 。 
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刚体 虚 功 原理 可 看 成 是 变形 体 虚 功 原理 的 一 个 特例 。 刚 体 在 发 生 位 移 时 各 微 段 上 不 产 
生 任 何 变形 ， 故 变形 虚 功 dW 二 0。 此 时 式 (7 一 1 成 为 
W=0 











即 外 力 虚 功 为 零 。 





7. 3 单位 荷载 法 计算 位 移 和 位 移 计算 的 一 般 公 式 
17.3 








如 何 利用 虚 功 原理 来 求解 平面 杆 系 结构 由 于 荷载 、 温 度 变 化 及 支 座 移动 等 因素 引起 的 
任 一 指定 截面 的 位 移 ， 是 下 面 要 讨论 的 问题 。 

要 应 用 虚 功 原 理 ， 就 需要 有 两 个 状态 : 位 移 状态 和 力 状 态 。 现 在 ， 要 求 的 位 移 是 由 给 
定 的 荷载 、 温 度 变化 及 支 座 移动 等 因素 引起 的 ， 故 应 以 此 作为 结构 的 位 移 状 态 ， 并 称 为 实 
际 状 态 。 另 外 ， 还 需要 建立 一 个 力 状态 。 由 于 力 状态 与 位 移 状态 是 彼此 独立 无 关 的 ， 因 此 
力 状态 完全 可 以 根据 计算 的 需要 来 假设 。 这 个 力 状态 并 不 是 实际 原 有 的 ， 而 是 虚设 的 ， 故 
称 为 虚拟 状态 。 如 图 7. 9(a) 所 示 ， 为 了 计算 位 移 状态 中 天 点 沿 m 一 m 方向 的 位 移 Ax， 可 
以 在 力 状态 中 的 天 点 沿 m 一 m 方向 加 一 个 集中 荷载 Pk， 以 便 力 状态 中 的 外 力 能 在 位 移 状 
态 中 所 求 位 移 上 做 虚 功 ， 其 箭头 指向 则 可 假设 ` 并 且 为 了 计算 方便 ， 令 Px 二 1( 属 单位 物 
理 量 ， 这 种 量 的 量 纲 为 一 ， 称 为 无 量 纲 量 ， 以 下 类 同 )， 称 为 单位 荷载 ， 或 单位 力 ， 如 
图 7.9(b) 所 示 。 




















和 
位 移 状态 区 瓦 。 力 状态 
HH 严 
CH CE fo -oO 
Ni 
ax 凡 册 上岗 
(a) (b) 
¢ 


现在 来 计算 虚拟 状态 的 外 力 和 内 力 在 实际 状态 相应 的 位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 。 外 力 
虚 功 包括 荷载 和 支 座 反 力 所 做 的 虚 功 。 设 在 虚拟 状态 中 由 单位 荷载 Pk 二 1 引起 的 支 座 反 
力 为 Ri 、R。， 而 在 实际 状态 中 相应 的 支 座位 移 为 ct 、c: ， 则 外 力 虚 功 为 
W=Pk * AktRictR,c=Pk * Art+ ER; ce; 
这 样 ， 单 位 荷载 Pk 二 1 所 做 的 虚 功 恰好 就 等 于 所 要 求 的 位 移 Ar 。 
计算 变形 虚 功 时 ， 设 虚拟 状态 中 由 单位 荷载 Pk 二 1 作用 而 引起 的 某 微 段 上 的 内 力 为 
MM、V、N， 而 实际 状态 中 微 段 相应 的 变形 为 9、yds、d， 则 变形 虚 功 : 
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dW,=Md9+Vyds+ NA 
w.=5|Mao+5 Vyast+ 3 | Na 
虚 功 原理 W= 二 W,， 有 
1.Ax = 卫 | ao+ 了 | 机 4+ 了 | Nu 一 Re 
































则 








sr = | Mo | Vyds+ ;| Nu 一 Re (7-4) 

这 就 是 平面 杆 件 结构 位 移 计 算 的 一 般 公 式 。 

如 果 已 知 实际 状态 的 支 座 位 移 c<， 又 确定 了 虚拟 状态 的 反 力 R; 和 内 力 M、V、N,， 并 
求 得 了 微 段 的 变形 d、xds、d， 则 由 式 (7- 4) 可 算出 位 移 Ak ,等 号 右边 的 四 个 乘积 中 ， 
当 虚 设 状态 中 的 MM、V、N 及 反 力 R; 与 实际 状态 中 的 d9、yds< dA、c 方 向 一 致 时 ， 力 与 变 
形 的 乘积 为 正 ， 反 之 为 负 。 

车 计算 结果 为 正 ， 表 示 单 位 荷载 所 做 虚 功 为 正 ， 故 所 求 位 移 Ar 的 实际 指向 与 所 假设 
的 单位 荷载 Pk 三 1 的 指向 相同 ， 为 负 则 相反 。 

由 上 可 以 看 出 ， 利 用 虚 功 原理 求 结构 的 位 移 ， 关 键 在 于 虚设 恰当 的 力 状 态 ， 而 方法 的 
巧妙 之 处 在 于 虚拟 状态 中 只 需 在 所 求 位 移 处 沿 所 求 位 移 方向 加 一 个 单位 荷载 ， 以 便 荷载 虚 
功 恰好 等 于 所 求 位 移 。 这 种 计算 位 移 的 方法 称 为 单位 荷载 法 。 

在 实际 问题 中 ,除了 计算 线 位移 Ak 外 ,还 计算 角 和 位 移 、 相 对 位 移 等 ， 现 在 讨论 
如 何 按 照 所 求 位 移 类 型 的 不 同 ; 设置 相应 的 虚拟 状态 。 

由 上 已 知 ， 当 要 求 某 点 沿 某 方向 的 线 位 移 时 , 在 该 点 沿 所 求 位 移 方向 加 一 个 单位 集中 
力 ， 如 图 7.10(a) 所 示 ， 即 为 求 A 点 水 平 位 移 时 的 虚拟 状态 。 






































(a) (b) (©) (qd) 


图 7.10 


当 求 某 截面 的 角 位 移 时 ， 则 需 在 该 截面 处 加 一 个 单位 力 偶 ， 如 图 7.10(b) 所 示 ， 这 
样 ， 荷 载 所 做 的 虚 功 为 1. 9,， 即 恰好 等 于 所 要 求 的 角 位 移 。 

要 求 两 点 间距 离 的 变化 ， 也 就 是 求 两 点 沿 其 连 线 方向 上 的 相对 线 位移 ， 应 在 两 点 沿 其 
连 线 方向 上 加 一 对 指向 相反 的 单位 力 ， 如 图 7. 10(c) 所 示 。 对 此 ， 设 在 实际 状态 中 A 点 沿 
AB 方向 的 位 移 为 A4，B 点 沿 AB 方向 的 位 移 为 As， 则 两 点 沿 其 连 线 方向 上 的 相对 线 位 移 
Anp 二 A4 十 As， 对 于 图 7. 10(c) 所 示 的 虚拟 状态 ， 荷 载 所 做 的 虚 功 为 
1° Aat 1° Ap=1°* (AA 十 Ap) 一 Am 
可 见 荷载 所 做 的 虚 功 恰好 等 于 所 求 的 相对 位 移 。 























| 
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同 理 ， 若 要 求 两 截面 的 相对 角 位 移 ， 就 应 在 两 截面 处 加 一 对 方向 相反 的 单位 力 偶 ， 如 
图 7.10(d) 所 示 。 

这 里 ， 注 意 广 义 位 移 和 广义 力 的 概念 。 线 位 移 、 角 位 移 、 相 对 线性 移 、 相 对 角 位 移 以 
及 某 一 组 位 移 等 可 以 统称 为 广义 位 移 ， 而 集中 力 、 力 偶 、 一 对 集中 力 、 一 对 力 偶 以 及 某 一 
力 系 等 ， 则 统称 为 广义 力 。 这 样 ， 在 求 任何 广义 位 移 时 ， 虚 拟 状态 所 加 的 荷载 就 应 是 与 所 
求 广义 位 移 相 应 的 单位 广义 力 。 这 时 , “相应 ”是 指 力 与 位 移 在 做 功 的 关系 上 的 对 应 ， 包 
集中 力 与 线 位 移 对 应 ， 力 偶 与 角 位 移 对 应 等 。 
在 求 柏 架 某 杆 的 角 位 移 时 ， 由 于 杭 架 只 承受 轴 力 ， 应 将 单位 力 偶 换 为 等 效 的 结 点 集中 
荷载 ， 即 在 该 杆 两 端 加 一 对 方向 与 杆 件 垂直 、 大 小 等 于 杆 长 倒数 而 指向 相反 的 集中 力 ， 奴 
图 7.11(a) 所 示 。 这 是 因为 在 位 移 微小 的 情况 下 ， 术 架 杆 件 的 角 位 移 等 于 其 两 端 在 垂直 于 
杆 轴 方 向 上 的 相对 线 位 移 除 以 杆 长 ， 如 图 7. 11(b) 所 示 ， 即 


_AnA 二 As 
GAB 可 












































图 7.11 


这 样 ， 荷 载 所 做 虚 功 为 


证 
We 上 A 2 jE 








即 等 于 所 求 杆 件 角 位 移 。 

位 移 计算 一 般 公 式 (7- 4) 可 应 用 于 计算 不 同 的 材料 、 不 同 的 变形 类 型 、 产 生变 形 的 
不 同 原因 以 及 不 同 结构 类 型 的 位 移 。 

拟 求 结构 某 点 沿 某 方 向 的 位 移 A， 计 算 步 又 如 下 。 

(1) 在 某 点 沿 拟 求 位 移 A 的 方向 加 一 个 虚设 的 单位 荷载 也 一 1。 

(2) 在 单位 荷载 作用 下 ,根据 结构 的 平衡 条 件 . 计算 结构 的 内 力 闻 、V、N 和 支 座 反 
力 R 











3) 用 式 (7 -4) 计 算 位 移 A。 
| 7. 4 荷载 作用 下 的 位 移 计算 


本 节 讨 论 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计算 。 仅 限于 研究 线 弹性 结构 ， 即 结构 的 位 移 
与 荷载 是 成 正比 的 ， 因 而 计算 位 移 时 荷载 的 影响 可 以 三 加 ， 而 且 当 荷载 全 部 撤除 后 位 移 也 
完全 消失 ， 位 移 应 是 微小 的 ， 应 力 与 应 变 的 关系 符合 胡 克 定律 。 
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1. 荷载 作用 下 位 移 的 计算 公式 

设 图 7. 12(a) 所 示 结 构 只 受到 广义 荷载 P( 包 括 集中 力 、 力 偶 、 均 布 荷 载 等 ) 作 用 ， 现 
要 求 点 沿 指定 方向 m 一 m 的 位 移 Akr 。 位 移 Ap 用 了 两 个 下 标 : 第 一 个 下 标 KK 表示 该 位 
移 的 位 置 和 方向 ， 即 K 点 沿 指定 方向 ; 第 二 个 下 标书 表示 引起 该 位 移 的 原因 ， 即 是 由 于 
广义 荷载 引起 的 。 此 时 ， 由 于 没有 支 座 移动 ， 故 式 (7- 4) 中 的 最 后 一 项 导 R。c 为 零 ， 因 
而 位 移 计算 公 式 为 


























Am = 5 | Mo+ 5 Vyas+ 5 | Na (8 
Me 

d= ds (b) 

yds=E ds =k ds (ce) 
=Nej, 

由 = 总 中 (qd) 


式 中 ,EE、G 分 别 为 材料 的 弹性 模 量 和 剪 切 模 量 ; “A、I 为 分 别 为 杆 件 截面 的 面积 和 惯性 
矩 ; EA、GA、EI 分 别 为 杆 件 截面 的 抗 拉 、 抗 剪 和 抗 弯 刚 度 ; K 为 切 应 力 在 截面 上 分 布 
不 均匀 而 加 的 修正 系数 ， 与 截面 形状 有 关 、 算 形 截面 人 一 1. 2， 圆 形 蕉 面 人 一 10/9， 沙 壁 圆 
环形 截面 人 一 2， 工 字形 或 箱 形 截面 AAA7A,(A, 为 腹 板 面积 ) 。 








位 移 状态 

















(b) 
图 7.12 
将 式 (b) 、 式 (c)、 式 (d) 式 代入 式 (a) 得 到 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公式 为 
Am 2 Meas1 > | a1 了 eu 各 三 功 


式 中 ，M、V、N 为 虚设 单位 荷载 引起 的 内 力 ; Me 、Vr 、Nr 为 实际 荷载 引起 的 内 力 。 当 
两 套 内 力 引起 的 杆 件 变形 方向 相同 时 ， 乘 积 取 正 ， 相 反 时 乘积 取 负 。 式 (7- 5) 右边 三 项 分 
别 代表 结构 的 弯曲 变形 、 剪 切 变形 和 轴 向 变形 对 所 求 位 移 的 影响 。 
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2. 各 类 结构 的 位 移 计算 公式 及 计算 位 移 的 步骤 

在 实际 计算 中 ， 根 据 结 构 的 具体 情况 ， 常 常 可 以 只 考虑 其 中 的 一 项 (或 两 项 ) 。 

对 于 梁 和 刚 架 ， 位 移 主要 是 由 弯 和 矩 引 起 的 ， 轴 力 和 剪 力 的 影响 很 小 ， 一 般 可 以 略 去 ， 
故 式 (7- 5) 可 简化 为 





Ap = > MMe (=6) 


在 桥架 中 ， 因 只 有 轴 力 作用 ， 且 同一 杆 件 的 轴 力 N、Nz 及 面积 A 沿 杆 长 ! 均 为 常数 ， 
故 式 (7- 5) 成 为 














We 省 | ea: 3 [a 2 Rr C7= 7 


对 于 组 合 结构 ， 其 中 的 受 弯 杆 件 可 只 计 弯 和 矩 一 项 的 影响 ， 链 杆 则 只 有 轴 力 影响 ， 故 其 
位 移 计 算 公 式 可 写 为 
Am = > | d+ 2 3 

对 于 一 般 的 实体 拱 ， 计 算 位 移 时 可 忽略 曲率 对 位 移 的 影响 ， 只 考虑 弯 矩 的 影响 ， 即 式 
(7-6)。 但 在 扁平 拱 中 需 考 虑 弯 矩 和 轴 力 的 影响 ， 

Am = 5 Rd + 5 | ed (7-9) 

现 说 明 式 (7- 5) 剪 切 变形 中 修正 系数 & 的 来 源 。 由 于 虚拟 状态 中 切 应 力 沿 截面 高 度 分 
布 是 不 均匀 的 [图 7.13(a)], 实际 状态 中 切 应 力 'zs 也 是 按 同样 规律 不 均匀 分 布 的 
[图 7.13(b)]， 因 而 其 相应 的 切 应 变 y 分 布 亦 不 均匀 所 以 上 述 微 段 上 剪 力 所 做 的 虚 功 V 
yds 应 按 下 列 积分 式 来 计算 : 


Vyds 一 | aaa “yds= dj|、 fydA 





1 (7-—8) 





























b 
a 
mi lr 9 | Q 

ds ds 
(a) (b) (c) 

图 7.13 

材料 力学 可 知 : 
__ VS VpS zp_ViS 

















式 中 5 为 所 求 切 应 力 处 截面 的 宽度 ; S 为 该 处 以 上 《或 以 下 ) 截 面 对 中 性 轴 z 的 静 矩 
[图 7.13(c)]。 


其 余 符 号 意义 同 前 。 代 入 式 Vyds, 就 有 
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Gans 





Vyds = ds 


VVrS:dA _ VVrds .4Af SA KVVrds 














GT GA “到 4 区 


4= 辣 | 名 a4 


式 中 


GA 


即 切 应 力 在 截面 上 分 布 不 均匀 的 修正 系数 ， 它 是 一 个 只 与 截面 形状 有 关 的 系数 ， 对 于 儿 种 


常见 的 截面 , 值 已 在 前 面 给 出 ， 读 者 可 自行 校 核 。 
3. 荷载 作用 下 位 移 计 算 举例 


梁 和 刚 架 位 移 的 计算 步骤 如 下 。 
(1) 沿 拟 求 位 移 A 的 位 置 和 方向 虚设 相应 的 单位 荷载 。 


~ 























(2) 根据 静 力 平衡 条 件 ， 列 实际 荷载 作用 下 各 杆 段 的 弯 矩 方程 Mo 。 
(3) 根据 静 力 平衡 条 件 ， 列 虚拟 单位 荷载 作用 下 各 杆 段 的 弯 矩 方程 M。 























(4) 代 和 人 梁 和 刚 架 的 位 移 计 算 公 式 (7- 6)， 计 算 位 移 As 
检 架 位 移 的 计算 步骤 如 下 。 
(1) 沿 拟 求 位 移 A 的 位 置 和 方向 虚设 相应 的 单位 荷载 。 

(2) 根据 静 力 平衡 条 件 ， 计 算 实际 荷载 引起 的 各 杆 内 力 Ne。 





(3) 根据 静 力 平衡 条 件 ， 计 算 虚 拟 单位 荷载 引起 的 各 杆 内 力 N。 


(4) 代入 枯 架 位 移 计算 公式 (7 一 7) 计算 位 移 4。 


【 例 7-1】 试 求 图 7.14Ca) 所 示 简 支 梁 在 中 点 C 的 竖 
向 位 移 A， 并 比较 弯曲 变形 与 剪 切 变形 对 位 移 的 影响 。 梁 


的 截面 为 矩 形 面积 为 5Xh。 


解 : (49 在 C 点 设 相应 于 竖 向 位 移 的 单位 力 P 二 1， 如 


图 7. 14(D) 所 示 。 


M=1 
M=3: 


9 
| 
(2) 由 平衡 条 件 求实 际 荷载 作 ， 再 3 
PP 单位 荷载 作用 下 的 内 力 。 设 A 点 为 坐标 原点 ， 当 0x 过 
¢ 2/2 时 ， 任 意 截面 的 内 力 表达 式 为 
| | 


1 














下 的 内 力 ， 再 求 虚设 





x Mr 一 二 CE 一 


去 Vp= = gr 


2 


图 7.14 注意 到 两 弯 矩 图 图 形 对 称 ， 可 计算 一 半 再 乘 两 倍 。 
(3) 计算 Aw( 弯 曲 变形 引起 的 位 移 ) 。 将 以 上 内 力 表达 式 代 入 式 (7- 6): 


= 引 圳 x 艺 2 3 )d> 
= 一 了 dx 
一 -5 
= 384E7 +) 





Aw 为 正 值 ,说 明 C 点 挠 度 与 虚设 力 方向 一 致 。 











(4) 比较 剪 切 变形 与 弯曲 变形 对 位 移 的 影响 。 现 分 析 剪 切 变 形 引起 的 位 移 〈 对 于 适 形 
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截面 人 一 1.2) 。 





1 .了 
"2 2 
A =4| Ved: = 2x1. 2| 2 0.15 监 ()) 


轴 向 变形 引起 的 位 移 为 零 ( 因 梁 的 轴 力 为 零 ) 。 
所 以 C 点 的 总 位 移 为 














A=Awv 十 Av 
剪 切 与 弯曲 位 移 两 者 的 比值 为 
Av_* GA EI 
Aw 一 50 
38457 
对 于 矩形 截面 ，I/A = 尼 /12， 设 泊 松 比 & 一 0.3， 则 ELG201 十 和 一 8/3， 代 入 上 
式 ， 得 























外 =2 56(#) 

当 梁 的 高 跨 比 A/ 是 1/10 时 ， 则 站 二 2: 56% ， 剪 力 的 影响 不 到 弯 抢 影响 的 3%， 故 
对 于 细 长 的 梁 可 以 忽略 剪 切 变形 对 位 移 的 影响 ， 直 接 用 式 (7- 6) 计 算 位 移 。 但 是 当 梁 的 高 
跨 比 增 大 为 1/5 时 ， 则 外 增 大 为 10%、 因 此 ， 对 于 高 跨 比较 大 的 梁 ， 剪 切 变形 对 位 移 的 
影响 不 可 忽略 。 


【 例 7 - 2】 试 求 图 7.15Ga) 所 示 结构 C 端的 水 平 位 移 An 和 和 角 位 移 欠 。 已 知 EI 为 一 常数 。 
解 : (1) 求 C 端的 水 平 位 移 Ac 。 

















图 7.15 
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@ 在 C 点 设 相应 于 水 平 位 移 的 水 平 单位 力 ， 其 方向 取 为 向 左 ， 如 图 7. 15(c) 所 示 。 
@ 列 两 种 状态 下 的 弯 矩 方程 : 


横梁 BC 上 M=0,， M 一 一 二 

竖 柱 AB 上 M=x, MP 一 一 去 

@ 代入 式 (7-6)， 得 C 端 水 平 位 移 为 

MM 1r Dg 1 
2 | 党 “dr 直 jzx( 9)dz 一 知人 一 ) 

计算 结果 为 负 ， i ab a 即 为 向 右 。 

(2) 求 C 端的 角 位 移 bc。 

在 C 点 设 相 应 于 转角 位 移 的 单位 力矩 ， 其 方向 取 为 顺 时 畦 方向 ， 如 图 7.15(d) 
所 示 。 

@ 列 两 种 状态 下 的 弯 矩 方程 : 




















横梁 BC 上 M=—1, Mp 
竖 柱 AB 上 M=—1, p= 一 六 qt 


@ 代入 式 (7-6)， 得 C AAS 


Qe 吉 | D (Sa) 吉 [ D (= )ar 骤 'o) 














计算 结果 为 正 ， 表 示 C 端 转动 的 方向 与 虚拟 力矩 的 方向 相同 ， 即 为 顺 时 针 方 向 转动 。 

【 例 7-3】 计算 图 从 36(a) 所 示 木 术 架 下 弦 中 间 结 点 5 的 挠 度 。 已 知 各 杆 弹性 模 量 
EE 二 850X107Pa， 截面 面积 A=0. 12mX0, 12m 二 0. 014m? 。 

解 : (1) 在 5 点 加 竖 向 单位 力 ， 如 图 7416(b) 所 示 。 


10kKN 
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(2) 求 N。 计算 在 P=1 作用 下 各 杆 的 轴 力 。 数 值 见 表 7- 1。 
(3) 求 Ne。 计 算 在 荷载 作用 下 各 杆 的 轴 力 。 数 值 见 表 7- 1。 
(4) 计算 位 移 A。 根 据 梅 架 位 移 式 (7- 7)， 得 


NN 
SA 
Ar 一 二 下 A 


正 号 表示 结 点 5 处 的 挠 度 向 下 ， 与 所 设 单位 力 方向 相同 。 
表 7- 1 为 例 7- 3 的 计算 表 。 
表 7-1 例 7-3 的 计算 表 





{=0.0044m=4. 4mm 















































杆 件 lm Fs Fw /kN FvFwl/(KN* m) 
1-3 V5 —0.5V5 一 20V5 50V5 
上 3-4 V5 —0.5V5 10VF 25V5 
蓄 4-7 V5 一 0.5V5 一 10y5 25V5 
7-8 /5 10V5 25V5 
1-2 2 1 40 80 
下 2-5 5 1 40 80 
弦 5-6 4 | 20 40 
6-8 2 1 20 40 
2 0 0 0 
坚 
村 4-5 2 1 10 20 
6-7 下 0 0 0 
斜 3=5 V5 9 一 10V5 0 
杆 5-7 /5 0 0 0 




















=125V5 二 260 


【 例 7-4】 图 7.17(a) 所 示 为 一 等 截面 圆 弧 形 曲 杆 AB， 截 面 为 矩形 ， 圆 弧 AB 的 圆 


心 角 为 <， 半径 为 RR。 设 沿 水 平 线 作用 均 布 竖 向 荷载 a， 求 B 点 的 竖 向 位 移 ， 并 比较 剪 切 
变形 和 轴 向 变形 对 位 移 的 影响 。 





解 : (1) 在 B 点 加 单位 竖 向 荷载 P 二 1， 如 图 7. 17(b) 所 示 。 
(2) 分 别 求 在 实际 荷载 和 虚设 单位 荷载 作用 下 的 内 力 。 取 B 点 为 坐标 原点 ， 任 一 点 C 

















的 坐标 为 z+、y， 圆 心 角 为 0。 任意 截面 z 的 内 力 为 


实际 荷载 虚设 荷载 
Mp 一 一 专 qz M=—zx 
Np=—gqgzrsing N=—sing 
Vp 一 qzcosO TV 一 cosb 


(3) 计算 A。 位 移 公 式 为 (忽略 了 曲率 的 影响 ) 
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(a) (b) 


图 7.17 


A 了 | Mea | BAA 5 Ma 
为 比较 , 分别 计算 M、N、V 引起 的 位 移 % Avy、Av 表 示 : 


_ [MM 
au = EI ds 二 本 到 


A ANNp 
a EA 党 cue= 直 人 0 MO 

















A Vi a 
N= [We LA: ds = 二 | cos20dy 


GA 
为 统一 变量 ， 取 8 为 变量 ， 则 
z=Rsing, y=R(1—cosb), ds=Rd0 











代入 上 式 得 
人 一 pl sin 
An = 当 [ sinsbdg 
Ar 一 人 入 | cososinpuy 
由 于 











[simuo fa cos’0)singd0 一 [ cosb 二 $cos'0| | 


0 


三 和 二 I 
3 cosa 十 3 SOS a 











[ cos’Osingd0 ( } cos’0) | i (1—cosia) 


所 以 
gR: 
Aw 一 红字 一 cosat+ 地 cos a) 
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ft 


Av=k 红土 1 一 cosia) 
如 果 一 90"， 则 


-gE 
Aw 3EI 


_2gR’ 
Av—3EA 

IR 

各 一 36A 

(4) 比较 各 项 内 力 因 





素 对 位 移 的 影响 。 为 了 进行 比较 ， 求 出 和 这 西 个 比值 

车 a 二 90", h/R=1/10，E/G==8/3， 截 面 为 矩形 ，I/A 专 大 /12, k= 二 1.2， 则 

和 -21( 和 4) 

Au RA 6\R 600 

Ar_AET 三 三 ( 才 ) 1 
Aw RGA -12G \R 375 

计算 结果 表明 ， 在 给 定 的 条 件 下 ， 轴 为 和 剪 力 所 引起 的 位 移 可 以 忽略 不 计 。 


上 75 图 乘 法 


+ 

















由 7.4 节 知道 ?计算 在 共 载 作用 下 梁 尖 刚 染 的 位 移 时 ， 要 先 列 出 屯 、M 的 方程 ， 再 
计算 | 次 他 司 是 比较 麻烦 的 。 但 是 ， 当 结构 的 各 杆 段 符合 杆 轴 为 直线 ，EI 一 常数 ， 而 、 
AM 两 个 这 算 图 中 至 少 有 一 个 是 直线 图 形 的 条 件 时 ， 则 可 用 图 乘法 来 代替 积分 运算 ， 从 而 
简化 计算 工作 


1. 图 乘法 公式 


如 图 7. 18 所 示 ， 设 等 截面 直 杆 AB 段 上 的 两 个 弯 矩 图 中 M 图 为 一 段 直线 ， 而 Mr 为 任 

意 形 状 。 以 杆 轴 为 x 轴 ， 以 MM 图 的 延长 线 与 x 轴 的 交 

点 O 为 原点 ， 并 设置 y 轴 ， 则 积分 式 为 
I MMe 了 工 


B tana B 
a Ef 直 | bd Jo 








(7-10) 
式 中 ，d4A 一 Mdz， 为 Me 图 中 有 阴影 线 的 微分 面 


积 。 故 rdA 为 微分 面积 对 y 轴 的 苑 矩 | zdA 即 为 束 
个 Mr 图 的 面积 对 y 轴 的 静 矩 ， 等 











F Mr 图 的 面积 A 
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pe 
f \ 
结构 了 字 买 用 教改 





NN 


乘 以 其 形 心 C 到 > 轴 的 距离 xc， 即 


Taa=Ar 
代入 式 (7- 10) : 








8B MM 4Avxyc 
| El dA 








式 中 ,A 为 AB 杆 M 图 形 的 面积 ; yc 为 Mo 图 的 形 心 C 处 所 对 应 的 M 图 的 竖 标 。 


上 的 

















可 见 ， 上 述 积分 式 等 于 一 个 弯 矩 图 的 面积 A 乘 以 其 形 心 处 所 对 应 的 另 一 个 直线 弯 矩 图 
坚 标 yc， 再 除 以 ET， 这 就 是 图 乘法 。 

如 果 结 构 上 所 有 各 杆 段 均 可 图 乘 ， 则 位 移 计算 公式 (7- 6) 可 写 为 

Am 了 | 闸 径 u 了 乞 产 (7-11) 


式 (7-11) 即 为 杆 件 仅 考虑 弯曲 影 响 的 图 乘 计算 公式 。 一 般 来 说 ， 两 个 函数 积 的 积分 ， 

















只 要 


顶点 
线 图 
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其 中 的 一 个 函数 是 直线 函数 ， 均 可 化 成 图 乘 这 样 的 代数 计算 。 

图 乘法 是 Vereshagin 于 1925 年 在 莫斯科 铁路 运输 学 院 读书 时 提出 的 。 
根据 上 面 的 推导 过 程 ， 可 知 在 应 用 图 乘法 时 需 注意 下 列 各 点 。 

(1) 必须 符合 图 乘法 适用 条 件 ; 

(2) 竖 标 yc 只 能 取 自 直线 图 形 ; 

(3) A 与 yc 若 在 杆 件 的 同 侧 则 乘积 取 正 号 ， 在 异 侧 则 取 负 号 。 

图 7. 19 列 出 了 常用 的 元 种 简单 图 形 的 面积 及 形 心 位 置 。 在 应 用 各 抛物 线 图 形 时 ， 
处 切线 必须 平行 于 基线 ， 即 顶点 处 Q 二 0。 顶 点 在 中 点 或 端点 者 可 称 为 “标准 抛物 

















图 7.19 


ER 结构 的 位 移 计算 


2. 图 形 的 登 加 与 分 段 


1) 图 形 的 释 加 
当 图 形 的 形 心 位 置 或 面积 不 便 确 定时 ， 可 以 将 它 分 解 为 几 个 简单 的 图 形 ， 分别 与 另 一 
图 形 相 乘 ， 然 后 把 所 得 结果 释 加 。 
例如 ， 图 7. 20 所 示 两 个 梯形 相 乘 时 ， 可 不 必定 出 Mz 图 的 梯形 形 心 位 置 ， 而 把 它 分 
解 成 两 个 三 角形 (也 可 分 为 一 个 矩形 及 一 个 三 角形 )。 此 时 ，Mz 一 Mr 十 Mm， 故 有 
Ayc 一 Aly 十 Asys 
Ai=la/2 y=2c/3+d/3 
A:s=lb/2 ys=c/3+2d/3 
注意 :yl 、ys 为 直线 图 形 中 的 纵 坐标 ， 宣 采取 简便 的 方法 求 得 。 


赴 | NMrdr 十 | MMr 十 Mrm )dz 


























es 古 (| MMnm dz + | Mdr = 二 (Sy + 银 y,) 


当 Mr 或 M 图 位 于 基线 的 两 侧 时 ， 如 图 7. 2 上 所 示 ， 较 快捷 的 方法 是 将 图 形 分 解 为 位 于 
基线 两 侧 的 两 个 三 角形 ， 再 按 上 述 方法 分 别 图 乘 ， 然 后 释 加 。 





结构 中 均 布 荷载 作用 下 的 任意 一 段 直 杆 ， 如 图 7. 22 
(所 示 ， 其 弯 矩 图 均 可 看 成 一 个 梯形 与 一 个 标准 抛物 线 
图 形 的 每 加 。 因 为 这 段 直 杆 的 弯 矩 图 与 图 7. 22(b) 所 示 相 
应 简 支 梁 在 两 端 弯 矩 Ms 、Ms 和 均 布 荷载 g 作用 下 的 弯 矩 
图 是 相同 的 。 需 要 注意 ， 所 谓 弯 和 矩 图 的 释 加 ， 是 指 其 竖 标 
的 受 加 ,而 不 是 原 图 形状 的 剪贴 拼合 。 因 此 ， 又 加 后 的 抛 
物 线 图 形 的 所 有 竖 标 仍 应 为 竖 向 的 ， 而 不 是 垂直 于 Ms 与 
Ms 的 连 线 方向 。 这样， 须 加 后 的 抛物 线 图 形 与 原 标准 抛 
物 线 在 形状 上 并 不 相同 ,但 两 者 任 一 处 对 应 的 竖 标 y 和 微 
段 长 度 dz 仍 相 等 ， 因 而 对 应 的 每 一 微分 面积 仍 相等 。 由 









































此 可 知 ， 两 个 图 形 总 的 面积 大 小 和 形 心 位 置 仍然 是 相同 
的 。 理 解 了 这 个 道理 ， 对 于 分 解 复杂 的 弯 矩 图 形 是 有 四 
利 的 。 图 7.22 
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2) 分 段 
在 应 用 图 乘法 时 ， 当 yc 所 属 图 形 不 是 一 段 直线 而 是 由 若 十 段 直线 组 成 时 ， 或 当 各 杆 
段 的 截面 不 相等 时 ， 均 应 分 段 图 乘 ， 再 进行 到 加 。 例 如 ， 对 于 图 7. 23 应 为 
| 到 md = Aiyi 十 Azy 十 As 


杆 件 各 段 有 不 同 的 EI， 则 应 在 ET 变化 处 分 段 ， 分 段 进行 图 乘 。 如 图 7. 24 所 示 情 形 ， 有 








| = 去 | Mndz+ 动 -| MMrdz 喜 | RMndz 











图 7.23 





3. 图 乘法 计算 位 移 举例 
【 例 7- 5】 计算 图 7. 25(a) 所 示 简 支 梁 在 均 布 荷载 4 作用 时 ， 中 点 C 的 挠 度 Ac 及 人 A 
端的 转角 0s。EI 为 常数 。 


B 解 (1) 计算 中 点 的 乒 度 。 
% @ 在 简 支 梁 跨 中 点 C 设 竖 向 单位 力 ， 如 图 7.25(b) 
所 示 。 
0 @ 分 别 作 Mr 和 M1 图 ， 见 图 7.25(a)、 图 7.25(b)。 


@ 用 图 乘法 公式 (7- 11) 计 算 C 点 挠 度 。 因 Mr 图 是 

















P=1 
曲线 ， 应 以 MP 图 作为 面积 ， 而 疡 图 是 由 两 直线 组 成 ， 应 
车 六 六 分 两 段 进行 。 注 意 到 两 弯 矩 图 图 形 对 称 ， 可 计算 一 半 再 乘 
1 两 倍 。 
i 4 Rl Ls 下 5QL 
网 Re 所 图 Ac 商 [($XZX§) (8X4)] E74) 
遍 一 一 一 一 2 图 形 相 乘 所 得 结果 与 例 7 - 2 用 积分 计算 的 结果 完 
全 一 样 。 
| 一 世 一 ma (2) 计算 A 端 转角 . 
@ 在 简 支 梁 A 端 设 单位 力 偶 ， 如 图 7. 25(c) 所 示 。 
7.25 


@ 作 ME 图 ， 如 图 7.25(c) 所 示 。 
@ 用 图 乘法 公式 (7- 11) 计 算 B 端 转角 。 

二 EE 

=Ei(3 XB XX3)=aEI 
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5 理 7 羡 结构 的 位 移 计算 


计算 结果 为 正 ， 表 示 A 端 转动 的 方向 与 虚拟 力矩 的 方向 相同 ， 即 为 顺 时 针 方 向 转动 。 
【 例 7-6】 试 求 图 7. 26(a) 所 示 的 梁 在 已 知 荷载 作用 下 ，A 截面 的 角 位 移 94 及 C 点 的 
竖 向 线 位 移 Acv。ET 为 常数 。 
解 : (1) 分 别 建立 在 m 二 1 及 PP 二 1 作用 下 的 虚设 状态 ， 如 图 7. 26(b)、(c) 所 示 。 
(2) 分 别 作 荷 载 作 用 和 单位 力作 用 下 的 弯 矩 图 ， 如 图 7. 26(a)、(b)、(c) 所 示 。 


























图 7-26 


(3) 图 形 相 乘 。 将 图 7. 26(a) 中 Mr 图 与 图 7. 26(b) 中 M 图 相 乘 ， 则 得 
1 








和 圳 [了 Xax (去 ae 十 Pa)x x1] 


一 - 询 (Pe+ 二 ae ) 


结果 为 负 值 ， 表 示 4 的 方向 与 假设 m 二 1 的 方向 相反 ， 即 逆 时 针 转 动 。 

计算 Acv 时 ， 将 图 7. 26(a) 与 图 7. 26(c) 相 乘 ， 这 里 必须 注意 的 是 Mr 图 BC 段 的 弯 矩 
图 是 非 标准 抛物 线 ， 图 乘 时 不 能 直接 代入 公式 ,应 将 此 部 分 的 面积 分 解 为 两 部 分 ， 然 后 大 
加 ， 则 得 : 











1 FT Le ,2 ce 
A BXaX (Ba +Pa) XAX2 3 XaXBqo"X 呈 | 
= Lp 
Ei‘3P tg )(y) 


【 例 7- 7】 用 图 乘法 求 图 7. 27(a) 所 示 刚 架 万 点 的 水 平 位 移 Aoa， 已 知 横梁 BC 刚 
为 2EI, 柱 AB 与 CD 刚度 为 ET。 


六 
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图 7.27 


解 : (1) 在 点 沿 水 平方 向 设 水 平 单位 力 P 二 1， 如 图 7.27(b) 所 示 。 
(2) 分 别 作 荷 载 作 用 和 单位 力作 用 下 的 弯 和 矩 图 ; 如 图 7.27(c)、(d) 所 示 。 
(3) 图 形 相 乘 。 将 图 7. 27(c) 与 图 7. 27(d) 相 乘 ， 则 得 


5 本 
Am 一 而 ( 去 X144X6X4 演 x36x6x3)+ 了 起)x 二 义 144X8X6 


_3888 

Et 

【 例 7-8】 图 7. 28ka) 为 一 组 合 结构 ， 链 杆 CD、BD 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 为 EA!， 受 

弯 杆 件 AC 的 抗灾 刚 度 为 EI， 在 结 点 ;PD 有 集中 荷载 P 作 用。 试 求 也 点 的 竖 向 位 
移 Apv。 


) 











图 7.28 


解 : 计算 组 合 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 时 ， 对 链 杆 只 有 轴 力 影响 ， 对 受 弯 杆 件 只 计 容 
和 矩 影响 。 

(1) 在 也 点 设 竖 向 单位 力 P==1， 如 图 7. 28(c) 所 示 。 

(2) 分 别 作 荷 载 作 用 和 单位 力作 用 下 受 弯 构件 的 弯 和 矩 图 ， 并 计算 链 杆 的 轴 力 ， 如 
图 7.28(b)、(c) 所 示 。 
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> 
(3) 计算 Apv。 根据 式 (7 - 8) 并 利用 图 乘法 ， 有 
二 a 
EA 
_ 4Pa’ es 
nt BA CD 
| 7. 6 静 定 结构 温度 变化 时 的 位 移 计算 
当 静 定 结构 的 温度 发 生变 化 时 ， 由 于 材料 热 胀 冷 缩 ， 因 而 会 使 结构 产 4 








结构 的 位 移 计算 


E 变 形 和 位 移 ， 


但 由 平衡 条 件 分 析 得 到 ， 任 意 截 面 均 不 产生 内 力 。 温 度 变 化 产生 的 位 移 ， 同 样 可 以 采取 单 





位 荷载 法 计算 。 此 时 位 移 计 算 的 一 般 公 式 (7- 4) 成 为 
4 一 卫 | ao+ 了 | mkH 了 3 





Nd 


(a) 


计算 温度 变化 所 产生 的 位 移 时 ， 需 要 求 出 由 于 温度 变化 引起 的 微 段 变形 ， 即 d9、yds、 


由 等 。 


现在 分 析 实 际 状态 中 任 一 微 段 由 于 温度 变化 所 产生 的 变形 。 如 图 7. 29(a) 所 示 ， 设 杆 


件 上 边缘 温度 上 升 uC。 下 边缘 温度 上 升温 tC ， 且 假定 3 之 4。 


为 简化 计算 ， 可 假定 温 


度 沿 杆 件 截 面 厚度 刀 为 线性 分 布 * 如 图 7. 29(b) 所 示 w 即 在 发 生 温 度 变 形 后 ， 截 面 仍 保持 
为 平面 。 截 面 的 变形 可 分 解 为 沿 轴线 方向 的 拉 伸 变形 -以 和 截面 的 转角 d0， 不 产生 剪 切 





变形 。 


(a) 


图 7.29 





当 杆 件 截面 对 称 于 形 心 轴 时 (hu 三 hs)， 其 形 心 轴 处 的 温度 为 : 











如 = 二 ts) 
当 杆 件 截面 不 对 称 于 形 心 轴 时 ， 则 有 : 
lh 二 tzhi 
h 


而 上 、 下 边缘 的 温度 改变 差 为 : 
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At=ts—t 
式 中 , 有 为 杆 件 截面 高 度 ; hh、hs 分 别 为 杆 轴 至 上 、 下 边缘 的 距离 ; 4 、& 分 别 为 上 、 下 
边缘 温度 改变 值 。 
如 材料 的 线 脱 胀 系数 为 a， 则 ds 段 的 轴 向 变形 dx 为 


d=ato (b) 
硒 曲 变形 dg 为 
_atsds—atids 
地 1 (c) 
将 式 (b) 和 式 (c) 代 入 式 (a)， 则 温度 作用 引起 的 位 移 计算 公式 为 
A=5|ME+5 | Nod (7-12) 


如 果 各 杆 均 为 等 截面 杆 件 ， 则 得 
A= A 而 4 十 了 wo| Ne 


一 卫 %eAr 十 了 ok (7-13) 


在 应 用 式 (7- 12) 和 (7- 13) 时 ， 需 注意 右边 各 项 正 负 号 的 确定 。 由 于 它们 都 是 内 力 所 
做 的 变形 虚 功 ， 故 当 实际 温度 变形 与 虚拟 内 力 方向 一 致 时 其 乘积 为 正 ， 相 反 时 为 负 。 因 
此 ， 对 于 温度 变化 ， 若 规定 以 升温 为 正 降温 为 负 ， 则 轴 力 六 以 拉力 为 正 ， 奈 力 为 负 ; 弯 
和 矩 M 则 应 以 和 温差 A, 产生 同 侧 受 拉 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 

对 于 梁 和 刚 架 ,在 计算 温度 变化 所 引起 的 位 移 时 \， 一 般 不 能 略 去 轴 向 变形 的 影响 。 

对 于 栓 架 ， 由 于 只 有 轴 力 ， 在 温度 变化 时 其 位 移 计 算 公 式 为 

4 一己 cAW (7-14) 

在 此 ， 可 以 方便 地 得 到 当 梅 架 的 杆 件 长 度 因 制 造 误差 而 与 设计 长 度 不 符 时 ， 所 引起 的 

位 移 计 算 公式 设 各 杆 长 度 的 误差 为 A， 风 
4= 了 NA (7-15) 

【 例 7-9】 图 7.30(a) 所 示 刚 架 ， 施 工时 温度 为 20C ， 试 求 冬季 外 侧 温度 为 一 10Y ， 
内 侧 温度 为 0C 时 C 点 的 竖 向 位 移 Acv。 已 知 a 二 4m， 各 杆 均 为 矩形 截面 杆 ， 高 度 /一 
0. 4m, a=0. 00001(1/°C), 

解 : (1) 在 C 点 加 竖 向 单位 荷载 P 三 1， 如 图 7. 30(b) 所 示 。 


(2) 分 别 作 MM 图 [图 7.30(b)] 及 六 图 [图 7. 30(c)]。 











Pl 
B -30C C 





(b) 人 
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(3) 计算 各 杆 件 轴线 处 温度 变化 to 及 内 外 两 侧 温差 Ar。 


而 0 25°C 











At 二 一 20 一 (一 30) 二 10°C 
(4) 代入 式 (7 一 13) 得 








Acy = Baio N+ 5 部 
wu( 一 25)X( 一 1) FxXax 10X 去 Xix1l FXax10xix! 


一 一 0.005m( 个) 
因 轴 力 为 压力 ， 轴 线 温度 降低 ， 所 以 上 式 第 一 项 乘积 为 正 。 因 A 与 M 所 产生 的 弯曲 


方向 相反 ， 所 以 第 二 项 取 负 号 。 结 果 为 负 ， 说 明 当 温度 变化 如 图 7. 30 (a) 所 示 时 ，C 点 的 
实际 竖 向 位 移 方向 向 上 。 

















| 7. 7 静 定 结构 支 座 移动 时 的 位 移 计 算 


静 定 结构 当 支 座 移动 时 ， 并 不 使 结构 产生 内 力 或 引起 应 变 ， 而 使 结构 只 发 生 刚体 位 
移 ， 如 图 7. 31(a) 所 示 。 因 此 ， 当 用 单位 荷载 法 计算 时 ， 式 (7= 4) 简 化 为 
A=— DR; .CG (7-16) 


式 中 ，C' 为 实际 支 座 的 位 移 ， 尺 ,为 虚设 单位 力作 用 时 的 支 座 反 力 ， 与 C; 对 应 ， 如 图 7.31 
(b) 所 示 。 两 者 方向 一 致 时 ， 乘 积 为 正 ， 反 之 为 负 。 


~ . 
I 


(a) (b) 





图 7.31 
用 单位 荷载 法 计算 支 座 移动 引起 的 位 移 步 骤 如 下 。 
(1) 沿 拟 求 位 移 A 方 向 虚设 相应 的 单位 力 。 
(2) 根据 静 力 平衡 条 件 求 单位 力作 用 下 相应 于 支 座 移动 C; 的 支 座 反 力 R;。 
(3) 由 式 (7 一 16) 计 算 A。 
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【 例 7-10】 如 图 7. 32(a) 所 示 的 三 贸 刚 架 ， 右边 支 座 发 生 竖 向 位 移 为 Aw 二 0. 06m， 
水 平 位 移 Am 一 0.04m， 已 知 /二 12m, /一 8m。 试 求 由 此 引起 的 A 端 转角 04 。 
解 : (1) 在 A 处 虚设 单位 力 偶 M 王 1， 如 图 7. 32(b) 所 示 。 
Env 
(a) (b) 


图 7.32 


(2) 根据 静 力 平衡 条 件 计 算 B 处 单位 力 偶 作 用 下 相应 的 支 座 反 力 ， 如 图 7. 32(b) 所 示 。 
(3) 由 式 (7- 16) 计 算 求 0 : 

















和 一 一 了 页 ，C 一 一 (一 二 AT 下 SAw ) 一 二 和 十 和 个 一 0 0075rad 
与 单位 力 侦 转 向 相同 ， 为 顺 时 针 转 疝 ， 
| 了 7.8 线 弹 性 结构 的 互 等 定理 


本 节 介绍 线 弹 性 结构 的 三 个 互 等 定理 , 即 功 的 互 等 定理 、 位 移 互 等 定理 和 反 力 互 等 定 
理 ， 这 些 定理 在 以 后 的 章节 中 要 经 党 应用。 三 个 互 等 定理 中 最 基本 的 是 功 的 互 等 定理 ， 其 
他 两 个 定理 都 可 由 此 推导 出 来 。 

1. 功 的 互 等 定理 

设 有 两 组 外 力 P, 和 P 分 别 作 用 于 同一 线 弹性 结构 上 ， 如 图 7. 33(a)、(b) 所 示 ， 分 
别称 为 结构 的 状态 工 和 状态 开 。 如 果 来 计算 状态 工 的 外 力 在 状态 下 相应 的 位 移 上 所 做 的 虚 
功 Wi;， 根 据 虚 功 原理 ， 则 有 



































Wi = 5 PA 5 | TS ds | 5 Sd (7-17) 


Ee 
EE 
加 
E 
时 


图 7.33 
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这 里 ,位 移 Ai 的 两 个 下 标的 含义 : 第 一 个 下 标 1 表示 位 移 的 位 置 和 方向 ， 即 该 位 移 
是 已 作用 点 沿 Pi 方向 上 的 位 移 ; 第 二 个 下 标 2 表示 产生 位 移 的 原因 ， 即 该 位 移 是 由 已 
所 引起 的 。 
同 理 ,计算 状态 卫 的 外 力 在 状态 工 相应 的 位 移 上 所 做 的 虚 功 Ws,， 则 有 



























































Wa = 5 PsAa 5 [+ | Ya + 5 a (7-18) 

于 式 (7-17) 和 式 (7- 18) 的 右边 彼此 相等 ， 所 以 : 
EPAw= YP,Az (7-19) 
或 写成 : Wy = Wa (7— 20) 


这 表明 ， 同 一 结构 的 两 种 不 同 状态 之 间 具 有 如 下 关系 ， 即 状态 I 的 所 有 外 力 在 状态 卫 
相应 位 移 上 所 做 的 总 虚 功 ， 等 于 状态 开 的 所 有 外 力 在 状态 工 相应 位 移 上 所 做 的 总 虚 功 。 这 
就 是 功 的 互 等 定理 。 

2. 位 移 互 等 定理 

现在 用 上 述 功 的 互 等 定理 来 研究 一 种 特殊 情况 a 如 图 7. 34 所 示 ， 状 态 工 中 只 有 一 个 
单位 荷载 P 二 1， 状 态 卫 中 也 只 有 一 个 单位 荷载 Ps 二 1。 由 功 


的 互 等 定理 (7 - 19) 可 得 | ， 
1° Ai:=1° A bu 
(a) 
即 Pel 
2 


6 


此 时 ，Als 和 Az 都 是 由 单位 为 引起 的 ， 为 区 别 起 见 , 改 用 小 写 
64、6u 表 示 ， 则 有 Ww 
0 一 0 (7=21) 图 7.34 
这 就 是 位 移 互 相 定理 ， 在 第 一 单位 力作 用 点 沿 其 方向 上 由 第 二 个 单位 力作 用 所 引起 的 
位 移 61;， 等 于 第 二 个 单位 力作 用 点 沿 其 方向 上 由 第 一 个 单位 力作 用 所 引起 的 位 移 6 。 
3. 反 力 互 等 定理 


反 力 互 等 定理 也 是 功 的 互 等 定理 的 一 个 特殊 情况 。 它 用 来 说 明 在 同一 超 静 定 结构 中 假 
设 两 个 支 座 分 别 产生 位 移 时 ， 两 个 状态 中 反 力 的 互 等 关系 。 图 7. 35(a) 表 示 支 座 1 发 生 单 
位 位 移 A 二 1 的 状态 ， 此 时 使 支 座 2 产生 的 反 力 为 ee; 图 7. 35(b) 表 示 支 座 2 发 生 单位 位 
移 A: 一 1 的 状态 ， 此 时 使 支 座 1 产生 的 反 力 为 es。 根据 功 的 互 等 定理 ， 有 
kz * As=kis * Al 























现 有 A 二 =A: 二 1， 则 
kz =k1s (‘7-22) 
这 就 是 反 力 互 等 定理 。 它 表明 : 支 座 1 发 生 单 位 位 移 所 引起 的 支 座 2 的 反 力 ， 等 于 支 
座 2 发 生 单位 位 移 所 引起 的 支 座 1 的 反 力 。 
支 座 反 力 &; 有 两 个 下 标 , 第 一 个 下 标 i 表示 支 座 反 力 所 在 的 位 置 ， 第 二 个 下 标 j 表示 
产生 反 力 的 单位 位 移 所 在 位 置 。 
这 一 定理 对 结构 上 任何 两 个 支 座 都 适用 ,但 应 注意 反 力 与 位 移 在 做 功 的 关系 上 应 相对 
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应 ， 即 力 对 应 于 线 位 移 ， 力 偶 对 应 于 角 位 移 。 例如， 在 图 7. 36(a) 、(b) 的 两 个 状态 中 ， 应 
有 ka 二 kiz， 它 们 虽然 一 个 为 单位 线 位 移 引 起 的 反 力 偶 ， 一 个 为 单位 转角 引起 的 反 力 ， 含 
义 不 同 ,但 此 时 两 者 在 数值 上 是 相等 的 ， 量 纲 也 相同 . 


多 一 和 


En 2 





aA 
oS 








(b) 


图 7.35 7.36 


另外 ， 根 据 功 的 互 等 定理 还 可 推 证 出 反 力 位 移 互 等 定理 。 读 者 可 参考 有 关 书 籍 。 





章 首先 介绍 了 弹性 体 的 虚 功 原理 ， 主 要 应 用 虚设 力 状态 求实 际 位 移 状 态 的 位 移 。 
然后 学 习 了 结构 位 移 计 算 的 一 般 公式 


Ai = VER 4 5 | eee EP. 7 | eu 


公式 中 的 第 一 项 是 由 支 座 移动 引起 的 位 移 ; 第 二 项 是 由 弯曲 引起 的 位 移 ， 对 于 梁 和 刚 架 经 
常 仅 用 此 项 结果 计算 位 移 ， 第 三 项 是 由 剪 切 引 起 的 位 移 ， 一 般 只 有 在 构件 的 高 路 比较 大 时 
才 考虑 这 项 影响 ， 通 常 不 计 这 一 因素 ;第 四 项 是 由 轴 向 变形 所 引起 的 位 移 ， 柏 架 位 移 计算 
仅 用 此 项 ,组 合 结构 中 的 检 架 杆 要 考虑 这 一 项 弯曲 杆 要 考虑 第 二 项 ， 拱 结构 在 考虑 第 二 
项 的 同时 有 时 还 要 考虑 第 四 项 。 

对 于 以 弯曲 变形 为 主 的 梁 和 刚 架 (忽略 轴 力 和 剪 力 的 影响 ， 直 杆 )， 计 算 由 荷载 所 引起 









































的 位 移 时 ， 可 用 图 乘法 求 其 位 移 : 
2 
图 乘法 是 本 章 学 习 的 重点 。 
对 于 非 荷载 因素 引起 的 位 移 ， 主 要 介绍 了 支 座 移动 引起 的 位 移 : 
Ak 一 一 也 Fac 





温度 变化 引起 的 位 移 为 
Au 一 习 ( 士 )%eeAz 十 了 (十 )an4x 
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最 后 ， 本 章 还 介绍 了 功 的 互 等 定理 、 位 移 互 等 定理 和 反 力 互 等 定理 ， 在 后 续 的 超 静 定 
结构 计算 中 ,将 会 应 用 到 这 些 定理 。 




















关键 术语 


位 移 (displacement); 抄 度 (deflection); 线 位 移 (linear displacement); 角 位 移 (angu- 
lar displacement); 广义 力 (generalized force); 广义 位 移 (generalized displacement); 应 变 
能 (strain energy); 虚 功 原理 (principle of virtual work); 积分 法 (method of integration); 
图 乘法 (diagram multiplication method); 支 座 移动 (variation of supports); 互 等 定理 (re- 
ciprocal theorems); 功 的 互 等 定理 (reciprocal work theorem); ,位 移 互 等 定理 (reciprocal 
displacement theorem); 反 力 互 等 定理 (reciprocal reaction theorem)s 








习 题 7 


x 


一 、 思 考题 
1. 没有 变形 就 没有 位 移 ， ed 
2. 图 乘法 的 应 用 条 件 是 什么 变 蕉 而 杆 件 和 卓 杆 是否 可 用 图 乘法 ? 
3. 用 图 乘法 应 如 何 确定 乘积 的 正 负 号 ? 小 


4 图 7. 37 所 示 M; 、 忆 疼 都 是 梯形 ， 下 列 四 乘 针 是 正确? 
并 
~ JMiMaz = A Azys 


5 图 7. 3 所 示 JNye 、 押 图 分 别 是 抛物 组 和 三 角形 ， 下 列 竺 法 是 否 正确 ? 





8 
Aig | 
| ! Mr 图 
| MM 图 ! 1 
上 1 
| 4 
4 
条 条 图 
图 7.37 图 7.38 
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6. 对 于 图 7. 39 所 示 结 构 的 Mp 、M 图 ， 下 列 算法 是 否 正确 ? 


[ma = (3 1)x 沁 


户 了 二 


Mr 图 








A 


图 7.39 


7. 在 温度 变化 引起 的 位 移 计 算 公式 中 ， 如 何 确定 各 项 的 正 次 号 ? 
8. 试用 图 7. 40 所 示 两 种 情况 ， 说 明 位移 互 等 定理 并 说 明 9 和 92 的 物理 意义 。 


一 人 一 


S -一 
NAN 力 7.40 





、 wx 











二 、 填空 题 > vw 广 

1. 结构 变形 是 指 结构 的 二 发生 改变 ， 结 构 的 位 移 是 指 结构 某 点 的 发生 
改变 ， 其 位 移 又 分 为 。 一 位 移 、 位移。 

2. 如 图 7.41 所 亲 的 检 架 ，EA= 常 数 兴 D、 YE 两 点 的 相对 水 平 位 移 为 8 


3. 图 7. 42 所 示 结 构 B 点 的 竖 向 位 移 AB 为 











a a a a 1 
图 7.41 图 7.42 
4 静 定 结构 中 的 杆 件 在 温度 变化 时 只 产生 ， 不 产生 ， 在 支 座 移动 时 
只 产生 ， 不 产生 内 力 与 
5 计算 刚 架 在 荷载 作用 下 的 位 移 ， 一 般 只 考虑 变形 的 影响 ， 当 杆 件 较 短 粗 





时 还 应 考虑 变形 的 影响 。 
6. 应 用 图 乘法 求 杆 件 结构 的 位 移 时 ,图 乘 的 杆 段 必须 满足 如 下 三 个 条 件 : 
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7. 虚 功 原理 应 用 条 件 是 : 力 系 满足 条 件 ; 位 移 是 的 。 

8. 图 乘 公 式 避 | MMpds/EI = 卫士 Auyc/ET 中 , 当 时 取 正 号 ; 当 
时 取 负 号 。 

9. 虚 位 移 原理 是 在 给 定 力 系 与 之 间 应 用 虚 功 方程 ; 虚 力 原理 是 在 
与 给 定位 移 状 态 之 间 应 用 虚 功 方程 。 

三 、 判 断 题 


1. 静 定 结构 中 由 于 支 座 移 动 和 温度 影响 产生 位 移 时 不 产生 内 力 。 (  ) 
2、 虚 功 中 的 力 状态 和 位 移 状态 是 彼此 独立 无 关 的 ， 这 两 个 状态 中 的 任 一 个 都 可 看 作 
是 虚设 的 。( 。 ) 
3. 应 用 虚 力 原理 求 体系 的 位 移 时 ， 虚 设 力 状态 可 在 需求 位 移 处 添加 相应 的 非 单位 力 ， 
亦 可 求 得 该 位 移 。(  ) 2 
4 用 图 乘法 可 求 得 各 种 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 。( ,< 个“ 
5， 在 荷载 作用 下 ， 出 和 洒 的 位 移 主要 由 各 和 的 太 此 委 江 引 起 的 。( ) 
6， 若 刚 架 中 各 杆 均 无 内 力 ， yal ) 
7. 图 7.43 所 示 梁 的 跨 中 挠 度 为 零 。(。 
a ) 

















， 图 7.43 4 
9 在 非 荷载 因素 ( 支 座 移动 、 刘 了 人 、 桂香 收缩 等 作用 下 ， 静 定 结构 不 产生 内 力 ， 
但 会 有 位 移 且 位 移 只 与 杆 件 相对 刚度 有 关 。 ) 
四 、 选 择 题 
吉 关 
A. 刚体 B. 变形 体 C. 线性 弹性 体系 D. 非 线 性 体系 


2 如 图 7. 45 所 示 结 构 ， 求 A、 B 两 点 相对 线 位 移 时 ， 虚 力 状态 应 在 两 点 分 别 施 加 的 
单位 力 为 ( )。 


A. 竖 向 反 向 力 B. 水 平反 向 力 
C . 连 线 方向 反 向 力 D. 反 向 力 偶 
3. 图 7.46 所 示 结 构 A 截面 转角 ( 设 顺 时 针 为 正 ) 为 ( js 
A. 2Fa2/ET B. —Fa’/EI C. SFa’/(4ET) D. 一 5Fa2/(4ED) 
B 
F 
4 2EI1 El | 
a a 
图 7.45 图 7.46 
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4. 图 7.47 所 示 结 构 (EA 一 常数 ) ，C 点 的 竖 向 位 移 (向 下 为 正 ) 为 ( Ds 





A. 1.914Pa’/EA B. 1.914Pa/EA 
C. —1.914Pa’/EA D. 一 1. 914Pa/EA 
5. 图 7.48 所 示 刚 架 A 支 座 下 移 量 为 4， 转角 为 a， 则 B 端 竖 向 位 移 大 小 (  )。 
A. 与 h、l、E、T 均 有 关 B. 与 4、l 有关, 与 E、I 无 关 
C. 与 1 有 关 , 与 i、E、1 无 关 D, 与 ET 有 关 , 与 从 7 无 关 
Pp 
人 | 有 
C ee 
a a 所 Ss 
,A= 
图 7.47 AN 图 7.48 


6 图 7.49(a) 、Cb) 所 示 的 两 种 状态 中 。 当 的 转角 g 与 竖 向 位 8 间 的 关系 为 ( 。 )。 
A. 9 一 9 OA 7 B. 9 与 9 关系 不 定 ， 取 决 于 梁 的 刚度 大 小 
C. 9>9 NANS 厂 Dip<yp . 


1 





NN 但 
> 图 7.49 


7. 和 欲求 图 7. 50 所 示 各 结构 中 的 A 点 竖 向 位 移 ， 能 用 图 乘法 的 为 ( )。 


P 
P 
p P 
4 
4 
4 4 
A. B. cM D. zt 


图 7.50 
8. 按 虚 力 原理 所 建立 的 虚 功 方程 等 价 于 (。”)。 
A. 药力 方程 B. 物理 方程 C. 平衡 方程 D. 几何 方程 
9. 更 定 结构 的 位 移 与 EA、EI 的 关系 是 (。”)。 
A. 无 关 B. 相对 值 有 关 
C. 绝对 值 有 关 D. 与 EE 无关, 与 A、I 有 关 


10. 静 定 结构 在 温度 改变 时 ,结构 ( ”)。 
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要 2 本 结构 的 位 移 计算 




















A. 无 变形 ， 无 位 移 ， 无 内 力 B. 有 变形 ， 有 内 力 ， 有 位 移 
C. 有 变形 ， 有 位 移 ， 无 内 力 D. 无 变形 ， 有 位 移 ， 无 内 力 
11. 对 组 合 结构 进行 位 移 计算 时 ( )5 
A. 仅 考 虑 弯 矩 作 B. 仅 考 虑 轴 力 作用 
C. 考虑 弯 矩 和 剪 力作 用 D. 考虑 弯 矩 和 轴 力 作用 
12. 图 7. 51 所 示 结 构 截 面 A 的 转角 为 ( ) 。 
A. 路 (过 时 针 ) B， 吕 全 ( 硕 时 针 ) 
C 区 RH 针 ) D, 上 Be-( 逆 时 针 ) 
13. 等 截面 刚 架 ， 和 矩形 截面 高 三 a/10， 材 料 的 线 膨胀 系数 为 a， 在 图 7. 52 所 示 温 度 
变化 下 ，C 点 的 竖 向 位 移 Ac, 之 值 为 ( 0 .让 入 
A. 80. 5aa( 和‘) B. 60aa( y) C. 68aa( 休 D. 72aa( y) 











\ HS +25C 





rr 


站 a YY pp a 
图 7.51 trv Wr DXl 图 7.52 


Wh 三 所 示 刚 名 的 瑟 一 常数 ， 各 杆 长 海 (74 截面 的 转角 为 ( 。 )。 





A. g4/(24E 站 ( 逆 时 针 ) >B. gi/(24ED) ( 顺 时 针 ) 

C. dl 7012ET) UMW 时 针 ) ”DD. gi/(6E7) ( 逆 时 针 ) 
15. 在 图 ?64 所 示 的 结构 中 ，A 点 竖 向 位 移 Aw 一 ( js 

31gl' 31gl' 33gl' 33gl' 
A E74) B. 47 ¢) C. ET Y) D. a4E7‘¢) 
gq 
A 9 

A 

| = 常数 

1 

图 7.53 图 7.54 


16. 如 图 7. 55 所 示 的 结构 (ET 一 常数 ) 中 , 万 点 水 平 位 移 (向 右 为 正 ) 为 (  )。 
A. —ga'/(3EI) B. —ga'/(6ET) C. ga'/(6ET) D. ga’/ (3ET) 
17. 图 7. 56 所 示 结 构 的 B 支 座 发 生 移动 ，D 点 的 水 平 位 移 (向 右 为 正 ) 为 ( Y's 
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A 2 BD C2 ts D. 





7.55 图 7.56 


18. 图 7. 57 所 示 刚 架 ,各 杆 EI 相同 。C 点 的 竖 向 位 移 ( 向 下 为 正 ) 等 于 ( 。 )。 
A. Sg/(384ED B. ql/(8ED ~ C. gl/(8ED “< > D. gt/(3ED 
19. 图 7. 58 所 示 组 合 结构 ， 梁 式 杆 件 的 EI 一 常数 ， 顶 架 杆 件 EA= 常 数 ，C 点 竖 向 位 
移 为 ( )。 , 
A. 向 上 B. 向 下 “G7 为 零 D. 需 计 算 确定 





五 、 计 算是 
1 试用 积分 法 求 图 7. 59 所 示 悬 辟 梁 A 点 的 竖 向 位 移 和 转角 位 移 。ET 一 常数 。 
2， 试用 积分 法 求 图 7. 60 所 示 刚 架 也 点 的 水 平 位 移 。 ET 一 常数 。 











[oy 
gq 可 | 
TY, , 
上 ! | | + 
图 7.59 图 7.60 


3. 图 7. 61 所 示 柏 架 各 杆 截面 均 为 A 二 2X10 “mz ，E 一 210GPa， 试 求 C 点 的 竖 向 位 移 。 
4. 试 求 图 7. 62 所 示 术 架 DD 点 的 水 平 位 移 。 各 杆 EA 相等 。 
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图 7.62 


5. 试 求 图 7. 63 所 示 半 圆 曲 梁 B 点 的 水 平 位 移 。 只 记过 曲 变 形 、EI 一 常数 。 
6. 用 图 乘法 计算 图 7.59、 图 7. 60 的 位 移 。 SA 

















7. 用 图 乘法 求 结构 的 指定 位 移 ; (1) 求 图 7. 64 的 最 大 挠 度 } (2) 求 图 7.65C 点 的 竖 向 
位 移 ; (3) 求 图 7.66B 点 的 转角 ; (4) 求 图 7. 67A 点 的 水 平 位 移 、D 点 的 竖 向 位 移 ;，(5) 求 
图 7. 68C、DD 两 点 的 距离 改变 ;6) 求 图 7. 69C 点 的 坚 向 位 移 、C 点 左右 两 侧 的 相对 转角 。 


下 





20kN/m 





RS XXX 4 i 
ES B 地 + 4 + 所 对 史 2m + 2m 十 


图 7.63 = 图 7.64 ”六 图 7.65 


1.5a 











六 
| 
二- 宰 
| 
。 mi 
| 
Gy 
日 | 
Sm 
0.4a 
2kN/m 
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NN 


8. 图 7.70 所 示 组 合 结构 ， 横 梁 AD 为 工 字 钢 ， 惯 性 矩 1 二 3400cm* ， 拉 杆 BC 为 直径 


“一 3m 。 试 求 DD 点 的 竖 向 位 移 。 
9. 设 三 贸 刚 架 温度 变化 量 如 





(1/C)。 求 C 点 的 竖 向 位 移 。 
10. 求 图 7.72 所 示 刚 架 因 温 


l8cm, a=0. 00001(1/°C ) 。 


20mm 的 圆 钢 ， 材 料 弹性 模 量 下 一 


210GPa, g=6kN/m, 


图 7. 11 所 示 ， 各 杆 截 


面 为 矩形 ， 截 面 高 度 相 同 , h 二 60cm, a 二 0.00001 





度 改 变 引 起 的 点 的 


水 平 位 移 。 已 知 各 杆 由 18 号 工 字 钢 组 成 ， 截 面 高 度 / 一 








图 7.71 


11. 求 图 7. 73 所 示 
沉 lcem。 


12. 设 支 座 A 产生 如 图 
* < 中 


结构 点 六 平 位 移 。( 1) 设 支 座 
区 .74 所 示 位 移 ， 试 求人 大 
We AN 


大 








图 7.73 





图 7.72 





图 7.74 


13. 设 多 跨 梁 支 座 A 产生 如 图 7. 75 所 示 移 动 ， 试 求 D 点 的 竖 向 位 移 。 








8 & 
| 有 0. Dp 
1m | pm 
oolnd ja 
图 7.75 
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知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
掌 所 起 焰 定 结构 的 级 记 和 起 疹 定 次 数 的 确定 
荷载 作用 时 超 静 定 结构 的 计算 学 所 力 法 的 类 型 方程 
一 一 
热 和 对 称 二 的 利用 
非 荷 袁 作 用 时 起 静 定 结构 的 计算 理解 。 | “ 支 讶 移 邢 和 温度 变化 时 超 老 定 结构 的 计算 
Ga) 
技能 要 点 -应 用 方向 
起 静 定 次 数 的 确定 了 ) (和 建立 基本 结构 
力 法 方程 的 应 用 > 计算 内 力 、 给 制 内 力图 
对 称 性 的 利用 简化 计算 
: MY 要 






a 


入 
Ds 
一 个 倒塌 的 建筑 


20 世纪 ， 我 国 北方 某 城 市 的 一 幢 四 层 楼 的 建筑 ， 在 主体 工程 完成 后 对 模板 进行 拆 印 时 ， 楼 房 突 然 姐 
塌 ， 造成 了 死伤 多 人 的 重大 损失 。 事 故 发 生 后 ， 有 关 部 门 对 结构 设计 和 施工 质量 进行 了 调查 。 发 现 ， 在 
结构 设计 中 的 力学 计算 方面 存在 严重 错误 : 对 本 应 是 超 静 定 结构 的 计算 , 采用 了 静 定 结构 的 计算 方法 。 

该 工程 每 层 主 梁 的 计算 简 图 可 由 图 8. 1(a) 表 示 ， 为 多 一 个 联系 的 几何 不 变 体 ， 是 一 次 超 静 定 结构 。 
因此 ， 其 各 支 座 的 反 力 和 内 力 是 不 能 仅 由 静 力 平衡 条 件 求 出 的 。 但 是 ， 设 计 者 错误 地 将 其 按照 图 8. 1(b) 
所 示 的 静 定 结构 进行 计算 ,特别 是 对 中 间 支 座 ( 混 凝 土 柱 ) 反 力 的 计算 ,使 该 数值 比 准确 值 少 了 12.5%。 


4 = 4 - 
ge i 
B B 
2 汪 L 到 
(a) (b) 


图 8.1 
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导致 该 工程 发 生 破坏 的 另 一 原因 是 施工 质量 非常 差 。 柱子 内 的 混凝土 出 现 了 骨 料 分 离 的 现象 ， 所 以 
该 混凝土 柱 的 破坏 是 在 所 难免 的 。 

本 章 将 学 习 超 静 定 结构 反 力 、 内 力 计 算 的 基本 方法 ， 得 出 超 静 定 结构 反 力 、 内 力 的 正确 结果 ， 以 保 
证 结构 的 安全 。 





| 8. 1 超 静 定 结构 的 组 成 和 超 静 定 次 数 的 确定 


1. 超 静 定 结构 的 组 成 
在 前 面 几 章 中 ,讨论 了 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 计 算 ， 从 本 章 起 开始 讨论 超 静 定 结 构 的 
计算 。 XN 
前 已 述 及 ， 一 个 结构 ， 如 果 它 的 支 座 反 力 和 各 截面 的 内 为 都 可 以 用 静 力 平衡 条 件 唯一 
地 确定 ， 就 称 为 静 定 结构 。 图 8. 2(a) 所 示 简 支 梁 是 一 个 静 定 结构 ， 为 了 增 大 简 支 梁 的 刚度 
和 强度 ， 对 简 支 梁 AB 增加 一 个 支 座 链 杆 C， 就 得 到 图 :8.2(b) 所 示 的 连续 梁 ， 它 的 支 座 反 
力 和 各 截面 的 内 力 不 能 完全 由 静 力 平衡 条 件 唯 一 地 加 以 确定 ， 这 样 的 结构 就 称 为 超 静 定 
结构 。 AN 





图 8.2 


从 几何 组 成 角度 分 析 ， 简 支 梁 和 连续 梁 都 是 几何 不 变 体系 。 但 简 支 梁 无 多 余 约束 ， 而 
连续 梁 有 多 余 约 束 。 由 此 引出 如 下 结论 : 静 定 结构 是 没有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 而 超 
静 定 结构 则 是 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体 系 。 

所 谓 多 余 约 束 是 对 保持 体系 的 几何 不 变性 而 言 ， 它 不 是 必要 的 。 超 静 定 结构 中 把 哪 
个 约束 视 为 多 余 约 束 ， 并 不 是 固定 不 变 的 。 如 图 8. 2(b) 中 ， 除 水 平 链 杆 外 ，A、B、C 
三 根 竖 向 链 杆 中 的 任何 一 根 均 可 视 为 多 余 约束 。 多 余 约 束 中 产生 的 力 称 为 多 余 未 知 力 。 
车 把 竖 向 链 杆 C 看 作 多 余 约 束 ， 则 其 多 余 未 知 力 就 是 Re-， 车 把 竖 向 链 杆 B 看 作 多 余 约 
束 ， 则 其 多 余 未 知 力 就 是 Ras， 在 力 法 中 多 余 未 知 力 都 用 Xi(i 二 1，2，…， 怠 表示， 见 
图 8.2(c)、(d) 。 

总 的 来 说 ， 反 力 或 内 力 是 超 静 定 的 ， 有 和 多余 的 约束 ,这 就 是 超 静 定 结构 区 别 于 静 定 结 
构 的 基本 特征 。 

工程 中 常见 的 超 静 定 结构 的 类 型 有 : 超 静 定 梁 [图 8. 3(a)]、 超 静 定 刚 架 [图 8.3(b)] 
超 静 定 拱 [图 8.3(c)]、 超 静 定 检 架 [图 8. 3(d)] 及 超 静 定 组 合 结构 [图 8.3(e)] 等 。 
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(d) (©) 


图 8.3 





2， 起 静 定 次 数 的 确定 CR 

从 几何 组 成 分 析 方面 看 ， 超 静 定 次 数 是 指 超 静 定 结构 中 区 余 约束 的 个 数 。 如 果 从 原 结 
构 中 去 掉 个 约束 ， 结 构 就 成 为 静 定 的 ， 则 原 结构 即 为 次 超 静 定 结构 。 

显然 ， 为 了 确定 结构 的 超 静 定 次 数 ， 就 可 以 用 雪 挤 区 余 约束 使 原 结 5 构 变 成 静 定 结构 的 
方法 来 进行 。 去 掉 多 余 约 束 的 方式 ， 通常 有 以 下 几 种 : 

(1) 去 掉 一 一 根 支 座 链 杆 ( 支 村 ) 或 切断 一 一 粮 链 杆 ， 相 当 于 去 掉 一 个 约束 [图 8.4(a)、 
(b)]; 

(2) 去 掉 一 一 个 贸 支 座 或 去 挤 一 个 单 们 ， 当 于 去 掉 两 个 约束 [图 8.4(c) 、(d)]; 

(3) 去 掉 一 个 固定 端 或 切断 一 个 梁 式 杆 ， I ee [图 8.4(e)]; 

(4) 将 刚 结 改 为 单 锐 连接 ， 相当 行 去 指 一 全 的 眶 [图 8.4(f)]。 





(a 
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应 用 上 述 去 掉 多 余 约 束 的 方式 ， 可 以 确定 任何 结构 的 超 静 定 次 数 。 例 如 图 8. 5(a) 所 示 
结构 ， 在 去 掉 单 镑 、 切 断 链 杆 和 梁 式 杆 后 ， 将 得 到 图 8. 5(b) 所 示 静 定 结构 ， 所 以 原 结构 
为 6 次 超 静 定 。 

对 于 同一 个 超 静 定 结构 ， 可 以 采取 不 同 的 方式 去 掉 多 余 约束 ， 而 得 到 不 同 的 静 定 结 
构 ， 但 是 所 去 多 余 约束 的 数目 总 是 相同 的 ， 即 超 静 定 次 数 相同 。 例 如 对 于 上 述 结构 ， 还 可 
以 按 图 8.5(c)、(d) 等 方式 去 掉 多 余 约束 ,但 都 将 表明 原 结构 是 6 次 超 静 定 的 。 














(a) 个 
图 8.5， CA \ 

此 外 ， 在 去 掉 多 余 约 束 时 ， 还 要 注意 :> ~ 

(1) 不 要 把 原 结构 去 成 一 个 几何 可 变 体系 > 例如 ， 如 果 把 图 8.6(a) 所 示 结 构 中 的 水 平 
支 杆 拆 掉 ， 这 样 就 变 成 了 几何 可 变 体系 ; 

(2) 内 外 多 余 约 束 都 要 去 掉 。 如 图 8. 6(a) 所 示 结 构 : 如 果 只 去 掉 一 根 竖 向 支持， 如 
图 8.6(b) 所 示 ， 则 其 中 的 闭合 框 仍然 具有 三 个 多 余 约束 因此， 必须 把 闭合 框 青 切 开 一 
个 截面 ， 如 图 8.6(c) 所 示 ， 这 时 才 成 为 静 定 结构 。 所 以 ， 原 结构 共有 四 个 多 余 约束 。 











(a) (b) (9 


| 8. 2 力 法 的 基本 概念 


力 法 是 计算 超 静 定 结构 的 最 基本 方法 。 力 法 的 基本 思路 是 把 超 静 结构 的 计算 问题 转化 
成 静 定 结构 的 计算 问题 ， 即 利用 我 们 已 经 掌握 的 静 定 结构 的 计算 方法 来 达到 计算 超 静 定 结 
构 的 目的 。 


1. 力 法 的 基本 未 知 量 和 基本 体系 

1) 力 法 的 基本 未 知 量 

图 8.7(a) 所 示 为 一 两 跨 连 续 梁 。 它 是 具有 一 个 多 余 约 束 的 超 静 定 结构 。 若 将 支 座 B 
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处 的 支 杆 作 为 多 余 约束 ,在 去 掉 该 约束 并 代 以 一 个 相应 的 多 余 未 知 力 Xi 后 ， 则 得 到 
图 8. 7(b) 所 示 的 简 支 梁 。 如 果 能 设法 把 多 余 未 知 力 Xi 计算 出 来 , 剩 下 的 问题 就 是 简 支 梁 
的 计算 问题 ， 从 而 将 超 静 定 结构 的 计算 问题 转化 为 静 定 结构 的 计算 问题 。 由 此 可 见 , 求解 
超 静 定 结构 的 关键 问题 是 计算 多 余 未 知 力 ， 我 们 把 处 于 关键 地 位 的 多 余 未 知 力 称 为 力 法 的 
基本 未 知 量 。 

2) 力 法 的 基本 体系 

在 超 静 定 结构 中 ， 去 掉 多 余 约束 所 得 到 的 静 定 结构 称 为 力 法 的 基本 结构 (在 特殊 情况 
下 也 可 以 选择 超 静 定 的 基本 结构 ， 本 章 只 讨论 静 定 的 基本 结构 )， 图 8.7(c) 所 示 的 静 定 结 
构 即 为 原 结构 [图 8. 7(a)] 的 基本 结构 。 基 本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共 同 作用 下 的 体系 
称 为 力 法 的 基本 体系 ,图 8.7(b) 为 8. 6(a) 的 基本 体系 。 可 以 看 出 ， 基 本 体系 本 身 既 是 静 
定 结构 ， 又 可 用 它 代替 原 结构 。 因 此 ， 它 寺 柳生 计策 相 的 计生 的 到 转化 为 表 写 续 条 的 计 
算 问 题 的 一 座 桥梁 。 1 


下 和 于 
~EI~ 1B ~~:EI- 向 9 


1 人 (9 














2. 力 法 的 基本 方程 MSN》 XX 

现在 我 们 讨论 如 何 求 出 基本 未 知 量 X, 。 我 们 知道 不 论 X, 为 任何 值 ， 基 本 体系 都 保持 
平衡 。 显 然 ， 基本 未 知 量 X* 不 能 利用 平衡 条 件 求 出 必须 补充 新 的 条 件 。 

在 力 法 中 ， 我 们 以 基本 体系 作为 桥梁 计算 诛 结 构 。 前 面 已 经 说 明了 如 何 把 原 结构 转化 
为 基本 体系 ， -现在 需要 说 明 如 何 使 基本 体系 等 效 于 原 结构 。 为 此 ， 将 原 结构 与 基本 体系 加 
以 比较 。 \ 

在 原 结构 [图 8.7(a)] 中 ，B 处 的 支 座 反 力 Rs 是 被 动力 ， 是 一 个 固定 值 。 与 Rs 村 
应 的 位 移 ( 即 B 点 的 竖 向 位 移 ) 等 于 零 。 在 基本 体系 [图 8.7(b)] 中 ， 多 余 未 知 力 Xi 是 了 
动力 ， 是 变量。 如 果 Xi 过 大 ， 则 简 支 梁 上 的 B 点 往 上 移 ; 如果 Xi 过 小 ， 则 简 支 梁 上 
B 点 往 下 移 。 只 有 当 简 支 梁 上 的 B 点 竖 向 位 移 正好 等 于 零 时 ， 基 本 体系 中 的 多 余 未 知 力 
区 ( 变 力 ) 与 大 圭 构 中 支 座 反 力 Rs( 常 力 ) 相 等 ， 基 本 体系 受 力 状态 和 变形 状态 与 原 结构 完 
全 相同 ， 这 时 基本 体系 才 等 效 于 原 结构 。 
由 此 看 出 ， 基 本 体系 等 效 于 原 结构 的 条 件 是 : 基本 体系 沿 多 余 未 知 力 Xi 方向 的 位 移 
Al 应 与 原 结构 相同 ， 即 





项 





和 党 








A 三 人 0 (a) 
er tn 你 位 移 条 件 ， 也 就 是 计算 多 余 未 知 力 X! 时 所 需要 的 补充 条 件 。 
下 面 只 讨论 线性 变形 体 的 情形 。 设 以 Ah 和 Ai 分别 表示 多 余 未 知 力 X, 和 荷载 g 单独 
作 es B 点 沿 Xi 方向 上 的 位 移 ， 如 图 8. 8(b) 、(c) 所 示 ， 并 规定 位 移 与 所 
设 Xi 方向 相同 者 为 正 ， 两 个 下 标的 含义 与 第 7 章 所 述 相 同 ， 即 第 一 个 下 标 表 示 位 移 的 位 
置 和 方向 ,第 二 个 下 标 表示 产 生 位 移 的 原因 。 根 据 苹 加 原理 ， 变 形 条 件 式 (a) 可 写 为 : 

Au 十 Ap 一 0 (b) 
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Snow 


dd ee To 多 9 2 一 一 十 一 


(b) (©) 
图 8.8 
为 从 (b) 式 求 得 多 余 未 知 力 Xi ， 应 先 从 寻找 X 和 An 之 间 的 关系 人 手 。 不 妨 先 令 


Xi=1， 它 引起 的 Xi 方向 上 的 位 移 用 表示 [图 8.9(b)]， 则 有 
Aun=OuX! (c) 














将 式 (c) 代 入 式 (b)， 有 
6u Xi+Aip=0 (8-1) 

这 就 是 在 线性 变形 条 件 下 一 次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 ， 简称 为 力 法 方程 。 
在 力 法 基本 方程 式 (8 - 1) 中 ，0 称 为 方程 的 系数 ， Au 称 为 方程 的 自由 项 。 由 于 65 和 
Ai 是 静 定 结构 在 已 知 力作 用 下 的 位 移 ， 可 用 单位 荷载 法 计算 ， 求 得 9 和 An 后 ， 即 可 根 
据 式 (8 - 1) 求 得 基本 未 知 量 Xi。 eR 
为 了 计算 9 和 Aip， 作 基本 结 构 在 荷载 作用 下 的 -Mi 图 [图 8.9(a)] 和 在 单位 力 Xi 二 
1 作用 下 的 MI, 图 [图 8.9(b)]。 然后 用 图 科 法 计算 这 些 位 移 。 求 Gu 时 应 为 Mi 图 乘 M 图 ， 
称 为 ML 图 “ 自 乘 ”: AN }- 











Mm 











dn 





未 2 1 1 .2.11_E 
一 站 [XiX 训 X 续 X33] 
求 Ap 则 为 M 图 与 Mr 图 相 乘 : 
WM; 2r 2, 9 51l sql 
如 地 "de 一 音 [ 一 各 x 鹤 x 言 x 支 |- 
将 Sa 和 Ai 代入 式 (8-1) 可 求 得 


An 5gu 、// 有 、 5 
| 5)/( 而 ) 49( 个 ) 
所 得 Xi 为 正 值 ， 表明 Xi 的 实际 方向 与 原 假 定 方向 相同 。 
求 出 多 余 未 知 力 Xi 后 ， 即 可 按 静 力 平衡 条 件 求 得 其 余 反 力 和 内 力 ， 作 内 力图 ， 计 算 
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结果 见 图 8. 10。 








图 8.10 


结构 任 一 截面 的 弯 矩 M 也 可 按 对 加 原理 由 下 式 求 得 : 

M=M Xi + Mp > (8-2) 
即将 Mi 图 的 竖 标 乘 以 Xi 倍 ， 再 与 Mr 图 的 对 应 竖 标 相 加 ， 就 可 发 宙 M 图 。 

像 上 述 这 样 以 多 余 未 知 力 为 基本 未 知 量 ， 以 去 掉 多 余 约束 后 得 到 的 静 定 结构 作为 基本 
结构 ， 根 据 基本 体系 应 与 原 结构 变形 相同 的 条 件 建立 为 法 方程 ， 从 而 求解 多 余 未 知 力 ， 然 
后 由 平衡 条 件 即 可 计算 其 余 反 力 、 内 力 的 方法 ， - 称 为 力 法 。 可 以 用 力 法 来 分 析 任 何 类 型 的 
超 静 定 结 构 。 

图 8. 10 即 是 导入 案例 中 月 ,所 述 个 建筑 的 计算 简 国 ， 设计 人 员 按 两 个 ! 长 的 简 支 梁 近 
似 计算 B 支 座 的 反 力 为 ql ， 每 一 一 层 都 比 实际 变 力 少 了 1/4ql， 又 由 于 施工 质量 也 很 差 . 致 
使 该 工程 在 拆 印 模板 时 整个 建筑 才 塌 >、 ve 


18. 3 力 法 的 上 型 方程 





RA A 可 以 看 出 ， 用 力 法 计算 超 静 定 
结构 的 关键 ， 在 于 根据 变形 条 件 建 立 力 法 方程 以 求解 多 余 未 知 力 。 对 于 多 次 超 静 定 结构 ， 
其 计算 原理 与 一 次 超 静 定 结构 的 基本 相同 。 下 面 结合 一 个 三 次 超 静 定 的 刚 架 来 进一步 说 明 
用 力 法 解 多 次 超 静 定 结构 的 原理 和 力 法 典型 方程 的 建立 。 

1. 三 次 超 静 定 结构 的 力 法 方程 


图 8. 11(a) 所 示 为 三 次 超 静 定 刚 架 ， 分 析 时 必须 去 掉 它 的 三 个 多 余 约 束 。 若 把 固定 端 

B 看 作 多 余 约 束 ， 将 其 去 掉 并 以 相应 的 多 余 未 知 力 X 、X* 和 X; 代替 所 去 掉 约 束 的 作用 ， 

则 得 到 如 图 8. 11(b) 所 示 的 基本 体系 。 现 在 用 此 基本 体系 建立 力 法 方程 ， 这 就 要 使 基本 体 

系 与 原 结构 在 变形 上 完全 一 致 。 在 原 结构 中 ， 由 于 B 端 为 固定 支 座 ， 所 以 没有 水 平 位 移 、 

竖 向 位 移 和 角 位 移 ， 因 此 基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 XI 、X* 、X: 共同 作用 下 ,B 点 沿 

Xi 方向 的 位 移 Ai (水 平 位 移 )、 沿 X 方向 的 位 移 Az( 竖 向 位 移 ) 和 沿 Xs 方向 的 位 移 A; ( 转 
角 ) 应 该 分 别 等 于 零 。 即 位 移 条 件 为 

Ai 一 0，4A 王 0，As: 王 0 (a) 

设 各 单位 多 余 未 知 力 X! 二 1、X; 二 1、X; 二 1 和 荷载 (P!、P,) 分 别 作 用 于 基本 结构 上 

时 ， 刀 点 沿 Xi 方向 的 位 移 分 别 为 Gr、612、6is 和 Aip， 沿 X 方向 的 位 移 分 别 为 6&1、622、 

0 和 Ap， 沿 XX 方向 的 位 移 分 别 为 G4 、6s2、633 和 Asp [图 8.11(c)、(d)、(e)、(f)j]。 则 
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帮 和 ns 





WN 











> | As=6uXi+ Hock HOR HA =0 (8-3) 

这 就 是 三 次 超 静 定 结 者 构 的 力 法 基本 方程 。 它 与 一 次 超 静 定 的 力 法 方程 比较 主要 增加 了 
未 知 力 之 间 的 相互 影响 。 

式 (8- 3) 力 法 方程 中 的 系数 和 自由 项 都 是 基本 结构 的 位 移 ， 即 静 定 结构 的 位 移 ， 均 可 
采用 单位 荷载 法 计算 。 求 解 这 一 方程 组 便 可 求 得 多 余 未 知 力 XI 、X 和 X;。 

应 当 说 明 ， 对 于 同一 结构 ， 可 以 按 不 同 的 方式 选取 力 法 的 基本 结构 和 基本 未 知 量 ， 如 
图 8. 11(a) 所 示 的 结构 ， 其 基本 结构 也 可 用 图 8. 12(a) 、(b) 、(c) 所 示 的 基本 结构 ， 这 时 力 法 
方程 在 形式 上 与 式 (8- 3) 完 全 相同 。 但 由 于 X 、X 和 Xs 的 实际 含义 不 同 ， 因 而 变形 条 件 的 
含义 也 不 同 。 此 外 ,还 须 注 意 ， 基 本 结构 必须 是 几何 不 变 的 ， 瞬 变 体系 不 能 用 作 基 本 结构 。 


A 








(a 
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2. nn 次 超 静 定 结构 的 力 法 方程 


对 于 次 超 静 定 结构 的 一 般 情形 ， 力 法 的 基本 未 知 量 是 个 多 余 未 知 力 XX!、Xs、…: 
X,。 力 法 的 基本 体系 是 从 原 结构 中 去 掉 个 多 余 约束 ， 而 代 之 以 相应 的 个 多 余 未 知 力 后 
所 得 到 的 静 定 结构 ， 力 法 的 基本 方程 是 在 个 多 余 约束 处 的 n 个 变形 条 件 ， 即 基本 体系 中 
沿 多 余 示 知 力 方向 的 位 移 应 与 原 结构 中 相应 的 位 移 相 等 。 在 线性 变形 体 中 ,根据 释 加 原 
理 ,n 个 变形 条 件 可 写 为 : 




















XI 十 0oXz 十 … 十 05Xi 十 … 十 fwX, 十 Ap 一 0 
Sn X1+Oz Xz+ OsX it6 XAp =0 (8-4) 
Gn X16iz Xz 十 … 十 GsX; 十 … 十 GmX， HA 去 30 








式 (8 一 4) 为 n 次 超 静 定 结 6 构 在 条 载 作用 下 力 法 方程 的 地 形式 ， 因 为 不 论 超 静 定 结 圭 构 
是 什么 形式 ， 超 静 定 结构 的 基本 结构 和 基本 未 知 量 怎么 选取 ， 其 力 法 基本 方程 均 为 此 形 
式 ， 故 常 称 之 为 力 法 典型 方程 。 它 的 物理 意义 为 基本 结构 在 荷载 和 全 部 多 余 未 知 力作 用 
下 ,在 去 掩 各 多 余 约束 处 沿 多 余 未 知 力 方向 的 位 移 ' 应 与 原 结构 相应 的 位 移 相 等 。 

在 式 (8 - 4 方程 中 ， 主 斜 线 上 的 系数 六 称 为 主 系数 或 主 位 移 ， 它 是 单位 多 余 未 知 力 
ml hou Wie 
侧 的 系数 六 称 为 副 系 数 或 副 位 移 ， 它 是 单位 多 余 未 知 力 Xi 一 1 单独 作用 时 所 引起 的 沿 
方向 的 位 移 。 式 中 最 后 一 项 An 称 为 自由 项 ， 起 的 方向 
移 。 副 系数 和 自由 项 的 值 可 能 为 正 、 ee vX 

根据 位 移 世 等 定理 > 系数 % 与 六 是 相等 : 即 入 

Ne 

典型 方程 和 的 闪闪 数 和 自由 项 ， 都 是 静 定 结构 在 已 知 力作 用 下 的 位 移 ， 均 可 采用 单位 

荷载 法 计算 。 对 于 平面 结构 ， 这 些 位 移 的 计算 可 写 为 ， 














人 5] 办 了 | 总 + 了 [de 
6 7 +2|: de1 了 | 和 dz (8-5) 














如 = 卫 | ed + 了 | ed 十 了 | ear 


显然 ， 对 于 各 种 具体 结构 ， 通 常 只 需 计 算 其 中 的 一 项 或 两 项 。 系 数 和 自由 项 求 得 后 ， 解 力 
法 方程 组 ， 即 可 求 得 多 余 未 知 力 X 、X:* 、…、X,， 然 后 根据 静 力 平衡 条 件 或 释 加 原理 ， 
绘制 内 力图 。 按 释 加 原理 计算 内 力 的 公 



































计算 各 截面 内 力 ， SN 式 为 : 
M 王 MX 十 MX 十 … 十 MX 十 Mr 
V 一 友和 十 到 Xe 十 … 十 到 X, 十 Ve (8—6) 
N= NiX1+ N2X: 入,X, 十 Np 
式 中 ，M,、V;、N; 是 基本 结构 由 X 一 1 单独 作用 时 所 产生 的 任 一 截面 的 内 力 (; 一 1，2，…， 
7); Mp、Vp、Np 是 基本 结构 由 荷载 单独 作用 时 所 产生 的 任 一 截面 的 内 力 。 
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Snow 


典型 方程 车 采 用 和 矩阵 形式 ， 则 可 表示 为 : 




















Ou 0 … 0 [| fAp1 [0 

;> za 02n | | X2 | 2 | | 0 | 

Ei 区 x pt = (8-7) 
和 | Am | 0 | 








式 中 ， 由 典型 方程 系数 ;组 成 的 矩阵 称 为 结构 柔 度 矩 阵 ， 其 中 的 元 素 6; 称 为 结构 的 柔 度 
系数 。 因 此 ， 力 法 方程 也 称 为 柔 度 方程 ， 力 法 也 称 为 柔 度 法 。 


| 8. 4 力 法 计算 示例 


根据 以 上 所 述 ， 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 可 归纳 如 下 二 
(1) 确定 原 结构 的 超 静 定 次 数 。 《XX\ 
(2) 选择 基本 结构 与 基本 体系 。 选 择 适当 的 约束 为 约束 并 将 其 去 掉 ， 得 到 的 静 
定 结构 为 原 结构 的 基本 结构 。 在 选择 基本 结构 的 形式 四 、 以 使 计算 尽 可 能 简单 为 原则 。 在 
基本 结构 上 加 上 外 荷载 以 及 因 去 掉 多 余 约束 而 坊 上 的 多 余 未 知 力 就 得 到 了 基本 体系 。 
(3) 建立 力 法 方程 。 根 据 基本 结构 在 多 余 未 知 力 和 荷载 共同 作用 下 ， 多 余 约束 处 的 位 
移 应 与 原 结构 相应 的 位 移 相 等 的 条 件 必 建立 力 法 方程 。 
) 计算 系数 和 自由 项 。 作出 大 本 结构 的 单位 内 力图 和 闪 载 内 力图 (或 内 力 表 这 式 )， 

按照 求 位 移 的 方法 计算 方程 中 的 系数 和 自由 项 。 ”让 
(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 各 力 ， 将 计算 所 得 多 条 数 各 自由 项 代 人 力 法 方程， 求解 多 
余 未 知 力 。 

(6) 作 内 力图 : 0 二 省 人 析 欣 、 由 平衡 条 件 或 琶 加 法 求 
得 最 后 内 力 , .并 绘 制 内 力图 。 

下 面 分 别 举例 说 明 用 力 法 计算 超 静 定 染 、 刚 架 、 杭 架 、 镑 接 排 保 、 组 合 结构 和 拱 的 具 
体 方法 。 


1. 超 静 定 梁 和 超 静 定 刚 架 
用 力 法 计算 超 静 定 梁 和 刚 架 时 ， 由 于 剪 力 和 轴 力 引起 的 位 移 较 小 ， 通 常 可 忽略 剪 力 和 
轴 力 对 位 移 的 影响 ， 只 考虑 弯 矩 的 影响 。 因此 ， 力 法 方程 中 系数 和 自由 项 的 表达 式 为 ， 












:=> | 洛 





6 = 了 | ar > (8-8) 








Ap 一 强 | 思 ET Mp 


1) 超 静 定 梁 

【 例 8-1】 图 8.13(a) 所 示 为 一 两 端 固定 的 超 静 定 梁 ， 满 跨 受 均 布 荷 载 q 的 作用 ， 作 
梁 的 内 力图 。 

解 : (1) 确定 超 静 定 次 数 n 二 3。 
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六 才 7 Po “A 天 








(2) 选择 基本 体系 。 
去 掉 A、 日 转动 约束 及 局 端 水 训 欧 于: 得 到 一 简 支 梁 为 基本 省 构 。 在 基本 结构 上 加 
上 外 荷载 以 及 因 去 掉 多 余 约束 而 代 之 的 多 余 未 知 力 Xi、 2 六 ;， 就 得 到 了 基本 体系 ， 如 





图 8. 13(b) 所 示 。 x% 
(3) 建立 力 法 方程 “ wd 
由 梁 的 A 端 、 ee ea 建立 力 法 方程 。 
AAS GuXtouMTO XK hae 
入 Gu X1+ 6 KP Br XAzp = 
a Bu X1+ 6 Xoo Xa wo 





(4) 计算 系数 与 自由 项 。 
画 基 本 结构 在 单位 力 Xi 王 1、X: =1 和 Xs:=1 作用 下 的 弯 和 矩 图 ， 即 MM 图 、MW 图 、M; 
图 [图 8.13(c)、(d) 、(e)]， 以 及 在 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 ， 即 Mr 图 [图 8.13(f)]。 
1] 于 弯 矩 M:=0，V =0 以 及 Ni 二 N= 二 Np 二 0， 故 由 图 乘法 可 知 01 二 6 二 0，6ss 一 
6 二 0，Asp 二 0。 因 此 典型 方程 的 第 三 式 为 : 
































6 Xs=0 
在 计算 95 时 ， ee 则 有 
1 
6 站 we | 诺 t 直 = 盐 广 0 
于 是 有 X: 一 0 


这 表明 两 端 固定 梁 在 垂直 于 梁 轴 线 的 荷载 作用 下 并 不 产生 水 平反 力 。 因 此 ， 此 题 可 简化 为 
只 求解 两 个 多 余 未 知 力 的 问题 ， 力 法 方程 直接 写 为 : 

ouX) O12 X2 Ap 0 

G2 Xi 十 bz Xz 十 Azp 一 0 
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< 一 


由 图 乘法 可 求 得 各 系数 和 自由 项 为 (只 考虑 弯 矩 影响 ): 


[EE nl ix1x (x1)] , 


认 ，_ 1 
= |= 

















ew 直 [ 吉 xl1x (本 Xi) 上 = 疝 


_ [MMp Ll gl 
和 地 -一 言 [-3! 委 XX! 二 


tM; 1 

2 = | 符 括 dr = 一 3 去 
(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 2 
将 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 , 消去//(6ED 得 。” SN 











0 = Oa 














解 得 





(6) 作 内 力图 。 vr -以 
由 弯 矩 释 加 公式 MSMX, 守 到 和 十 NM + 入 竹林 失信 最 后 弯 窍 图 如 图 8. 13(g) 





所 示 。 

取 杆 件 AB 为 陋 痪 休 [图 8.13(Ch)]， 1 和， 由 静 力 平衡 条 件 求 出 杆 端 前 
力 ， 作 前 力图 如 图 8. 13(D 所 示 。 

由 以 上 计算 可 知 ， 两 端 固定 的 单 跨 超 静 定 梁 的 弯 矩 图 与 同 跨度 、 同 荷载 的 简 支 梁 相 比 
较 ， 因 超 静 定 梁 两 端 受 多 余 约 束 限制 ， 不 能 产生 转角 位 移 而 出 现 负 弯 和 矩 ( 上 侧 受 拉 )， 而 梁 
中 点 的 弯 矩 值 较 相应 简 支 粱 减少， 降低 了 最 大 内 力 峰值 ， 使 整个 梁 上 内 力 分 布 得 以 改善 。 

【 例 8 - 2】〗 试用 力 法 计算 图 8. 14(a) 所 示 连 续 梁 , 作 M 图 。 

解 : (1) 确定 超 静 定 次 数 "一 2。 

(2) 选择 基本 体系 。 

去 掉 A 端的 转动 约束 和 C 端的 竖 向 支 杆 ， 得 到 基本 结构 。 在 基本 结构 上 加 上 外 荷载 以 及 
因 去 掉 多 余 约束 而 代 之 的 多 余 未 知 力 Xi 和 Xs， 就 得 到 了 基本 体系 ， 如 图 8. 14(b) 所 示 。 

(3) 建立 力 法 方程 。 

根据 基本 体系 应 满足 A 端的 转角 和 C 端的 竖 向 位 移 分 别 等 于 零 的 变形 条 件 ， 建 立 力 
法 方程 : 














SuX! O12 X2 Ap 0 
02X O22 Xs Lop 0 














(4) 计算 系数 与 自由 项 。 
作 M、M 届 和 Mp 图 ， 见 图 8.14(c)、(d)、(e)。 
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kk 
利和 图 乘法 ,可 得 。 ,> 
Na SE 1 [Exix (2x1)]= 2 
WA 0) EniLl2 3 3El! 
“i 2 
2 一 了 | 奇 d 页 (如 : 引 + 杰 (至 x 引 用 (+) 
0 一 0 一 之 eax 起 (Ex1x 3) 码 [ 























(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 
将 上 述 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ， 并 消去 1/(3ET ) 后 得 


十 工 X 十 时 一 
十 了 Xs 十 和 二 0 





和 | 


2 HI+ 且 )X+ 嘻 一 0 
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令 工 / 攻 二 KK， 则 得 到 











x g2 K+2 x qq,._K 
' 4 3K+4’ 4 3K+4 
负 号 表示 多 余 未 知 力 X!、X; 的 方向 与 所 设 方向 相反 。 


(6) 作 M 图 。 


由 弯 矩 琶 加 公式 M 一 MX 十 MX 十 Mz 计 算 弯 矩 值 。 最 后 弯 矩 图 如 图 8. 14(f) 所 示 。 
由 以 上 计算 结果 可 知 ， 多 余 未 知 力 Xi 、Xs 和 梁 的 弯 和 矩 值 M 的 大 小 与 梁 的 刚度 比 
K 二 /I 有关 。 当 刚度 比值 Kk>0 时 ， 即 BC 跨 的 抗 弯 刚度 El 远 远 小 于 AB 跨 的 抗 弯 
刚度 EL 时 ，Maw 三 一 02/8，Ma 二 Mic 二 0，Meas 二 0。 对 应 的 弯 矩 图 如 图 8. 14(g) 所 
示 。AB 跨 相 当 于 一 个 A 端 固定 、B 端 简 支 的 单 跨 梁 承受 着 荷载 ， 而 BC 跨 因 刚度 过 小 ， 
不 能 承受 荷载 ， 没 有 弯 矩 产生 ;， 当 K 一 时， 即 BC 跨 的 抗 弯 刚度 El 远 远大 于 AB 跨 
的 抗灾 刚度 EL 时 ，Mas = 一 g2/12，Mia 二 Mi 二 一 g2/12。 MG 二 0。 对 应 的 弯 矩 图 如 
图 8. 14(h) 所 示 ，AB 跨 的 过 矩 分 布 与 两 端 固定 的 单 跨 梁 相 同 \ 这 是 由 于 BC 跨 的 刚度 过 
大 ， 完 全 约束 了 也 点 的 转动 。 总 之 ， 在 荷载 作用 下 。 ,起 静 定 结 告 构 的 内 力 分 布 与 各 杆 的 相 
对 刚度 值 有 关 ， 相 对 刚度 愈 大 ， 承受 的 内 力也 会 从- ,这 是 超 静 定 结构 受 力 的 重要 特征 
之 一 。 

2) 超 静 定 刚 架 

【 例 8-3] 用 力 计 角 国 & 15(0) 折 天 关机 作 内 力图 。 
















































































(e) (人 (8) (h) 


图 8.15 


解 : (1) 确定 超 静 定 次 数 "一 2。 

(2) 选择 基本 体系 。 

去 掉 B 点 的 水 平 支 杆 和 竖 向 支 杆 ， 得 到 基本 结构 。 在 基本 结构 上 加 上 外 荷载 ga 及 因 去 
掉 多 余 约 束 而 代 之 的 多 余 未 知 力 X! 和 X: ， 就 得 到 了 基本 体系 ， 如 图 8. 15(b) 所 示 。 

(3) 建立 力 法 方程 。 

根据 基本 体系 应 满足 B 点 的 水 平 位 移 和 竖 向 位 移 为 零 的 变形 条 件 ， 建 立 力 法 方程 : 
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图 8.15(f) 。 


图 8.15(g)。 





H 








Su X1+Ow2 XAip=0 
G21 XI 十 bzX? 十 Azp 一 0 














(4) 计算 系数 与 自由 项 。 
作 AM 、M 和 Mr 图 ， 见 图 8.15(c 〇 ) 、(d) 、(e) 。 
利用 图 乘法 ， 可 得 


(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 






































SS 1 a 
如 一 了 | 豆 民 = 襄 ( 云 Xexex3o)= 莉 
.iE 1 /1 多 1 7a’ 
2 Dy = 
du 豆 此 = 珂 (去 Xexex34) 上 页 (cxexo= 芒 











2 一 了 | 二 ( 衬 Xexex4 记 夯 











2 < 
» =| 竺 MMed, § (一 时 xx 关公) 

















KM; 1/_1 
2 各 =- 南 (3 





将 上 述 系数 和 自由 项 代入 力 法 方 1 “LA 得 





Me rlx_ ros 
Ata 4 0 
NX |1y 7w\9g 
Gt A 
下 > 
解 得 2 
X10 X=20% 
(6) 作 内 力图 。 


@ 作 MM 图 。 由 弯 和 矩 大 加 公式 M 一 Mi Xi 十 Mo Xs 十 Mo 计算 弯 矩 值 ， 最 后 弯 矩 图 见 





回 作 V 图 。 根 据 M 图 可 直接 求 作 剪 力图 ， 也 可 利用 Xi 和 XX。 作 剪 力图 ， 剪 力图 见 





图 作 六 图 。 根 据 剪 力图 考虑 结 点 平衡 可 作出 轴 力 图 ,也 可 利用 X 和 Xs* 作 轴 力图 ， 
轴 力 图 见 图 8. 15(h) 。 








1 以 上 计算 可 以 看 出 ， 由 于 典型 方程 中 每 个 系数 和 自由 项 均 含 有 EI， 因而 可 以 消去 。 











日 此 可 





知 ， 在 荷载 作用 下 ， 超 静 定 结构 的 内 力 只 与 各 杆 的 刚度 相对 值 有 关 ， 而 与 其 刚度 绝 


对 值 无 关 。 对 于 同一 材料 组 成 的 结构 ， 内 力也 与 材料 性 质 正 无关。 














[ 程 中 采用 的 刚 架 多 数 是 超 静 定 的 。 图 8. 16(a) 所 示 为 一 个 房屋 的 框架 结构 ， 图 8. 16 














(b) 所 示 为 其 计算 简 图 。 图 8. 17(a) 所 示 为 一 水 闸 的 简 图 。 其 启 闭 台 的 纵 梁 是 一 个 连续 梁 
[图 8.17(b)]， 启 闭 台 的 横向 承重 结构 是 一 个 刚 架 [图 8.17(c)、(d)]。 图 8. 18(a) 所 示 为 
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一 弧 形 闸门 ， 主 梁 ( 或 主 桐 架 ) 和 腿 架 组 成 开 形 刚 架 ， 计算 简 图 见 图 8. 18(b); 腿 架 也 可 以 
做 成 斜 的 ， 如 图 8. 18(c) 所 示 。 





| 
纵 梁 [|| 立柱 
闸 墩 闸门 册 





启 闭 台 横 剖 面 
(b) \ (0) (qd) 





(a) (b) (0) 


图 8.18 


2. 超 静 定 析 架 

超 静 定 检 架 多 在 大 跨度 结构 中 使 用 。 如 图 8. 19 所 示 为 某 大 跨度 厂房 屋 架 ,图 8. 20 所 
示 为 武汉 长 江 大 桥 主体 析 架 ,图 8. 21 所 示 为 起 重 机 架 , 图 8. 22 所 示 为 某 屋 盖 的 下 弦 水 平 
支撑 系统 ， 它 们 是 有 交叉 斜 杆 的 超 静 定 机 架 。 
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第 8 最 力 法 
+ 128m - | 
图 8.19 图 8.20 
O 
O 
es 
Q 名 向 支 抄 
C (下 纺 ) 
C 
QO 
, OO 
WN | | 横向 支撑 
二- © (OU 

















图 8.21 ' 图 8.22 





超 静 定格 架 与 静 定 顶 架 一 样 ， 在 结 点 荷 裁 作 用 下 ， 杭 架 各 杆 只 产生 轴 力 。 用 力 法 计算 





时 ， 力 法 方程 中 系数 与 自由 项 的 计算 公式 为 : 
NiN; 

















6:=2 Ea 
_ uNN; a 
6 => EA (8—9) 
NN 
Ap=> EA 
检 架 各 杆 的 最 后 轴 力 按 下 式 计算 : 
N=NiXi+N2 Xt+N,X,+Np (8-10) 











【 例 8-4] 力 法 计算 图 8. 23(a) 所 示 超 静 定 桦 架 的 内 力 。 设 各 杆 EA 相同 。 
解 : (1) 确定 超 静 定 次 数 "一 1。 
(2) 选择 基本 体系 。 








从 几何 组 成 观点 分 析 ， 检 架 中 六 根 杆 的 任意 一 根 都 可 作为 多 余 约 束 ， 现 认为 CD 不 





-为 





多 余 约 束 ， 将 CD 杆 沿 某 一 截面 切断 ， 去 掉 多 余 约 束 形成 基本 结构 。 去 掉 的 多 余 约 束 
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WN 











图 8 2 


对 多 余 未 知 力 Xi 代替 ， 保留 原 有 荷载 ， Ey [图 8. 23(b)]。 
(3) 建立 力 法 方程 。 
根据 切口 沿 多 余 未 知 力 X， 放风 的 条 对 位 移 为 的 条 件 。 建立 力 法 方程 : 
1 RX tA 0 , 2 
(4) 求 系数 和 自由 项 。 Y x CN 
分 别 求 出 基本 结构 在 单位 力 Xi =1 和 荷 裁 单独 作用 下 各 杆 的 内 力 Ni 和 Np [图 8.23 














(c)、(d)]， 即 可 按 式 (8 - 9) 求 得 系数 和 自 出 项 
> Tae XL Ut2x EX EX VE 总 族 (1+V3) 
An i 志 [2xPx(-Dxa+(-vVZP)X Vix Via]=— 和 M+ ya) 


(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 
将 上 述 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ， 求 得 


Aw_P 
0 
(6) 计算 各 杆 的 轴 力 。 
柏 架 各 杆 的 轴 力 可 按 下 式 计算 ; 
N=NiXi+Np 


最 后 结果 见 图 8. 23(e)。 
计算 时 注意 : 虽然 杆 CD 被 切断 ,但 在 多 余力 作用 下 其 轴 力 并 不 为 零 ， 故 在 1 的 算式 


中 必须 将 与 其 相应 的 项 CI 4 包括 在 内 。 

3. 贸 接 排 架 

图 8. 24(a) 所 示 为 装配 式 单 层 厂 房 的 模 鹿 面 结构 示意 图 ， 主 要 承重 结构 是 屋 架 (或 屋面 
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 ”p 力 法 





大 梁 )、 柱 和 基础 。 当 不 考虑 纵向 影响 时 ， 可 按 平面 结构 计算 。 其 计算 简 图 如 图 8.24(b) 
所 示 。 柱 与 基础 的 连接 视 为 刚 结 ， 屋 架 与 柱 之 间 的 连接 如 图 8. 24(c) 所 示 ， 可 视 为 铵 结 点 
这 样 组 成 的 结构 称 为 排 架 。 排 架 承受 着 厂房 横向 计算 单元 上 屋 盖 传 来 的 荷载 、 吊 车 荷载 、 
横向 风 荷 载 等 。 在 屋面 荷载 作用 下 ， 屋 架 本 身 可 单独 按 析 架 计算 。 当 柱 上 作用 荷载 时 ， 屋 
架 只 起 联系 两 柱 顶 的 作用 ， 相 当 于 一 个 链 杆 。 由 于 柱 上 常 放置 吊车 梁 及 柱 上 荷载 较 小 ， 因 


此 排 加 柱 多 制 成 阶梯 形变 截面 的 形状 。 
i 


(a) pr Tb) (9 



































图 8.24 
计算 排 架 时 ， 我 们 假定 排 架 的 横梁 刚度 很 大 ， 受 力 后 轴 向 变形 很 小 ， 可 以 忽略 不 计 ， 
即 认为 排 架 受 力作 用 后 横梁 两 端的 两 个 柱子 的 柱 项 水 平 位 移 相 等 。 这 对 于 一 般 钢 屋 架 、 钢 
第 混 北 二 或 项 应 力 混 凝 二 展架 是 适用 的 ， 但 对 于 刚度 较 小 的 层 架 ， 则 必须 考虑 横梁 的 轴 向 
变形 。 
【 例 8-5] 试用 力 法 计算 阅 &. 所 下 风 何人 下 的 不 和 商 排 和 作 弯 矩 图 。 各 
0 NS 
解 : (1) 确定 超 静 定 次 数 "一 2。 
(2) 选择 基本 体系 。 局 
将 DG、FHH 两 根 链 杆 视 为 多 余 约束 ,将 其 切断 得 到 基本 结构 。 在 基本 结构 上 加 上 与 
之 多 余 约束 对 应 的 多 余 未 知 力 Xl 、X* ， 保 留 原 有 荷载 ， 形 成 基本 体系 [图 8. 25(b)]。 
(3) 建立 力 法 方程 。 
根据 基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共 同 作 用 下 ， 应 满足 切口 处 两 侧 截面 沿 轴 向 的 相对 
位 移 为 零 的 变形 条 件 ， 建 立 力 法 方程 ; 
Ou XI 十 0oX2 十 Ap 一 0 
G2 XI 十 6 Xs 十 Ap 一 0 




















(4) 求 系数 和 自由 项 。 
作 M、M 和 Mp 图 ， 见 图 8.25(c)、(d)、(e)。 
利用 图 乘法 ,可 得 


Ll 6KZ6、 /1 放 Py re on 6.75X6.75 
dh TwX| 2 x ($xX2.6) |X2+a 6X[2.6%6.75X5.98+ ee x7.10]x2 


一 93:4 
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1 /6.75X6.75 
612=6a sox( 2 X7.10)=—20 


0X[ 寺 x2 7X2.6X ( 立 X2， 6) |+adox[ 志 x2. 7X6.75X (2.6 十 十 X6.75) 十 


An 一 T5 3 
gy 和 2 ~\_ 2 、0.8X6.752 2.6 十 9. 35 
序 X34. 97X6.75X(2.6 3 X6.75) 5X x6.75x ( > )] 








=96. 65 
Azp 一 0 
(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 
将 上 述 系 数 和 自由 项 代入 力 法 方程 得 
73. 4X 一 20X> 十 96. 65 一 0 
一 20X 十 50. 9Xz 十 0 二 0 
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XI 一 一 1.475kN 
X: 一 一 0.579kN 
负 号 表示 实际 力 为 压力 。 
(6) 作 内 力图 。 
利用 弯 矩 释 加 公式 M 二 MX 十 MX 十 Mp 得 弯 矩 图 ， 如 图 8. 25(f) 所 示 。 
4. 超 静 定 组 合 结构 
在 实际 工程 中 ， 为 了 节约 材料 和 制造 方便 ， 有 时 采用 超 静 定 组 合 结构 。 这 类 结 
部 分 杆 件 作 用 与 粱 相同， 主要 承受 弯 矩 ， 而 另 一 部 分 杆 件 则 与 枯 架 链 杆 作用 相同 ， 
轴 力 。 因 此 在 用 力 法 分 析 时 ， 力 法 方程 中 的 系数 和 自由 项 可 由 下 式 计算 : 


局 5] 答 +2 训 


2 (8-11) 



































一 a 


SN, 








Anp = 2| Ba ts 

图 8. 26(a) 所 示 为 一 吊车 梁 ， Pe A 下 面 各 杆 由 角钢 组 成 。 吊 车 

梁 两 端 由 柱子 上 的 牛 腿 支承 ， 其 计算 简 图 如 图 8. 26(b) 所 天 。 AB 为 梁 式 杆 ，AD、CD 及 

BD 为 链 杆 ， 它 是 一 个 超 静 定 的 组 合 ;结构 。 图 8.27 所 示 为 北京 某 游泳 馆 巧 吊 梁 ， 也 属于 超 
静 定 组 合 结构 。 ' 














(b) 


图 8.26 


【 例 8-6】 图 8.28(a) 所 示 为 一 加 劲 梁 ， 横 


梁 [一 1X10 m'。 链 杆 A 王 1X10 mm ， 开 一 常 
数 。 试 绘制 梁 的 弯 矩 图 ， 并 计算 各 杆 轴 力 。 
解 : (1) 确定 超 静 定 次 数 "一 1。 wa 人 
(2) 选择 基本 体系 。 和 VINO TTTT iy 


将 竖 向 链 杆 视 为 多 余 约束 ， 将 其 切断 得 到 基 
本 结构 。 在 基本 结构 上 加 上 与 之 多 余 约 束 对 应 的 图 8.27 
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加 疙 学 用 


NN 





10kN/m 
DTT 





(a) 






ye Ne 1.76m 
RU ma 
L 人 L 
je M(kKN-m),N(KN) 当 4 ce 时。 M(kN:m),MKkN) 
(d) (©) (D) 
图 8.28 AAA 
K 


多 余 未 知 力 X ， 保 留 原 有 荷载 ， 形 成 基本 体系 [图 8. za 


(3) 建立 力 法 方程 。 
根据 基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共同 作用 下 的 


位 移 为 零 的 变形 条 件 ， 建 立 力 法 方程 : 

















po 
(4) 求 系数 和 自由 项 。 \ 
分 别 绘 出 基本 结构 中 当 的 还 和 国产 来 吉村 的 四 和 Np [图 8.28(c)、(d)]， 











即 可 按 式 (8 - 10): 可 得 系数 入 兄 风光， wz 
总 2 
51 一 了 | 站 t 全 EX 
， NS 
LX 4xX2 2 ”1 [学 ? V5 | 
rr Ds EE +2x( 2 ) X2V5 
一 走 GL067X105 二 0.122 x 10') 
cl 5 
= 去 G.189x107) 





,一 卫 | dc+ 了 六 DN, 


1 (2x x 2) 0 
EXl1X10" 3 8 


hs 
= E5333X10 ) 


(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 
将 上 述 系 数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ， 得 


__ Apr_5.333Xxl0 
XB L189X10 44.9kN 











(6) 计算 内 力 。 
内 力 秋 加 公式 为 : 


164 





N=NiXi+Np 
M=M, XI 十 Mr 
据 此 可 绘 出 梁 的 弯 矩 图 并 求 出 各 杆 轴 力 ， 如 图 8. 28(e) 所 示 。 


(7) 讨论 。 
由 图 8. 28(e) 所 示 M 图 可 以 看 出 ， 由 于 下 部 链 杆 的 支承 作用 ， 梁 的 最 大 弯 矩 值 比 没有 
这 些 链 杆 时 减少 80. 75%。 
如 果 改 变 链 杆 截面 A 的 大 小 ， 结 构 内 力 分 布 将 随 之 改变 。 当 A 减 小 时 ， 梁 的 正 弯 矩 值 
将 增 大 而 负 变 和 矩 值 将 减 小 。 当 A->0 时 ， 梁 的 弯 矩 图 将 为 简 支 梁 的 弯 矩 图 [图 8. 28(d)]。 反 
之 ， 当 A 增 大 时 ， 庚 的 正 弯 和 矩 值 将 减 小 而 负 索 矩 值 将 增 大 。 当 A->~== 时 ， 梁 的 中 点 相当 于 
有 一 刚性 支 座 ， 其 弯 矩 图 将 与 两 跨 连续 梁 的 弯 矩 图 相同 [图 8. 28({)]。 

5, 起 静 定 拱 KS 
拱 结构 是 工程 中 采用 较 多 的 一 种 结构 形式 。 它 可 分 为 图 8. 29(a) 所 示 的 两 铵 拱 和 图 
8. 29(b) 所 示 的 无 铵 拱 。 这 类 结构 与 第 5 章 所 述 的 三 铵 拱 基本 一 样 ， 其 优点 在 于 主要 承受 
轴 向 压力 ， 利 用 抗 压 性 能 强 而 抗 拉 性 能 弱 的 砖 、 石 、 混凝土 等 材料 来 建造 。 这 些 材料 不 仅 
价格 较 低 而 且 便于 就 地 取材 ， 这 就 使 得 拱 结构 在 工程 上 得 到 广泛 的 应 用 。 


回 _W 所 Nt) 
图 8.29 9 


图 8. 30(a) 所 示 为 历 现下 著名 的 赵 州 石 拱桥 。 图 & 30(D) 所 示 为 带 拉 杆 的 拱 式 尾 架 ， 其 计 
算 简 图 如 图 8. 30(e) 所 示 ， 屋 架 中 的 曲 杆 为 钢筋 混凝土 构件 ， 拉 杆 为 角钢 ， 吊 杆 是 为 了 防止 
拉杆 下 垂 而 设 的 构件 。 水 利 工 程 和 地 下 隧洞 衬砌 也 是 一 种 拱 式 结构 ， 见 图 8. 30(d) 、(e) 。 


5 


(9 
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如 图 8. 31 所 示 的 两 金 拱 为 是 一 次 超 静 定 结 构 ， 计 算 时 通常 取水 平 推力 为 多 余 未 知 力 
建立 力 法 方程 。 计 算 系数 和 自由 项 时 ， 由 于 基本 结构 是 一 个 简 支 巾 梁 ， 则 位 移 8 和 Av 不 
能 用 图 乘法 计算 ， 而 应 按 积分 计算 。 在 计算 Aw 时 一 般 只 考虑 弯 矩 影响 ， 在 计算 5u 时 ， 对 
于 扁平 拱 ( 7 一 孝 ) 则 需 考虑 索 抵 与 轴 力 机 项 影响 ， 通 常 前 力 对 位 移 的 影响 可 忽略 不 计 。 因 
此 有 




















a = 着 4 +| 瑟 4| 
(8 -12) 
MM; | 
EI 


Ap = ds 








ea 2 
求 出 多 余 未 知 力 后 ， 人 用 下 两 匀 拱 的 内 浪 计 算式 与 三 : 匀 拱 是 相似 的 ， 即 为 
a M= AM 一 Xi 县 
V= Vi cosp Nising (a=13 


WV 2 N= VisiigH Xicosp 
式 中 “y 为 任意 截面 的 纵 坐 标 ， 向 上 为 正 ; g 为 任意 截面 处 拱 轴 切线 与 x 轴 所 成 的 锐角 ， 
在 左 半 拱 的 9 正 值 ， 右 半 拱 的 p 为 负 值 ，M 为 相应 简 支 梁 的 弯 矩 ; V" 为 相应 简 支 梁 的 
前 力 。 
【 例 8 -7】 计算 图 8. 32(a) 所 示 等 截面 两 铵 拱 。 已 知 拱 轴 方 程 为 y=Mz(—n), 拱 
截面 面积 A 王 384X10m2 ， 惯 性 矩 [一 1843X10“m': ， 开 一 192GPa。 











-8SkKNim 





(a) (b) 


图 8.32 
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解 : (1) 选择 基本 体系 。 

将 支 座 B 的 水 平 链 杆 视 为 多 余 约 束 ， 将 其 去 掉 得 到 的 简 支 曲 梁 作为 基本 结构 。 在 基本 结 
构 上 加 上 与 之 多 余 约 束 对 应 的 多 余 未 知 力 Xi ， 保 留 原 有 荷载 ， 形 成 基本 体系 [图 8. 32(b)]。 

(2) 建立 力 法 方程 。 

根据 基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共 同 作用 下 ， 在 支 座 刀 处 沿 Xi 方向 的 水 平 位 移 为 
零 的 变形 条 件 ， 建 立 力 法 方程 ; 





6uXi 十 Ap 一 0 


(3) 求 系数 和 自由 项 。 

因 拱 的 高 跨 比 十 一 3 一 十 一 十 ， 故 需 考虑 轴 力 的 影响 。 又 当 二 一 二 时 ， 可 近似 地 取 

ddr，cosp~1。 则 基本 结构 在 单位 多 余 未 知 力 X, 一 1 和 荷 裁 分 别 作用 下 引起 的 计算 和 
KAA 


轴 力 可 表示 为 : 


M=—y 和 sp XK SAN 
M 一 Me 一 $0 


弯 矩 以 使 拱 的 内 侧 受 拉 为 正 ， 轴 力 以 使 拱 轴 夺 缩 为 让 


dn FE 


M 


3 证 | A 


了 e+ 二 


1 PT4ANCNN 让 1 fa 16P2 1 
XU 并 二 二 

去 {th | 由 起 | 或 于 30ET + EA 
36X3.6X18 We 18 

W0192 X10 x ea " 192 X10 x 384 X 10™ 





























< 3518. 45 X 10 3 











NN 
{MMp gq a 
全 2 更 )] 3 a | 
Aip 5 El dz 吉 [[ df , 党 ] [gd z) |d 


15EI 
—8X10X3.6X18 








15 X 192 X10 X 1843 X 10“ 


=—3 


16. 44 X 10°"m 


(4) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 
将 上 述 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ， 得 


(5) 计算 内 力 。 
多 余 未 知 力 X 
从 略 。 


X= 人 =89. 94kN 


求 得 后 ， 按 式 (8 - 11) 计 算 拱 中 各 截面 的 内 力 ， 并 作出 内 力图 ， 此 处 


有 时 为 了 不 使 两 铵 拱 的 水 平 推力 传 给 下 部 支承 结构 ， 可 采用 具有 拉杆 (其 抗 拉 刚 度 为 
尼 A) 的 两 鲜 拱 。 对 于 这 种 结构 ， 应 以 拉杆 内 力作 为 多 余 未 知 力 ， 它 的 计算 方法 和 步骤 同 


上 ， 但 在 计算 系数 9 时， 除 应 考虑 拱 的 变形 外 ， 还 需 考 虑 拉杆 轴 向 变形 六 分- 的 影响 。 
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Gans 





| 8. 5 对 称 性 的 利用 


用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 主要 工作 量 在 于 建立 和 求解 力 法 方程 。 超 静 定 次 数 愈 高 ， 计 
算 方程 中 系数 、 自 由 项 和 求解 方程 的 工作 量 愈 大 ， 因 此 在 计算 中 力求 简化 。 如 使 尽 可 能 多 
的 副 系数 及 自由 项 等 于 零 或 减少 计算 的 未 知 量 数目 ， 则 计算 工作 量 可 大 为 简化 。 能 达到 简 





化 的 方法 很 多 ， 本 节 只 讨论 对 称 性 的 利用 。 
在 实际 工程 中 ， 有 很 多 结构 是 对 称 的 ， 利 用 其 对 称 性 可 简化 计算 
结构 和 荷载 的 对 称 性 
结构 的 对 


1) 结构 的 对 称 性 
结构 的 对 称 ， 是 指 对 结构 中 某 一 轴 的 对 称 。 所 以 ， Co 


称 性 ， 包 含 以 下 两 个 方面 : 
(1) 结构 的 几何 形状 和 支承 情况 对 某 一 轴线 对 称 ; SS 
(2) 杆 件 截面 尺寸 和 材料 的 弹性 模 量 ( 即 答 杆 的 刚度 EI、 EA、 Se 
因此 ， 对 称 结构 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 对 称 轴 两 边 的 结构 图 形 完全 重合 及 材料 性 质 完 
例如 图 8. 33( 所 示 刚 架 是 一 个 村 袜 加 条， 图 8. 33(b) 所 示 和 矩形 涵管 是 一 个 对 称 结构 ， 





相同 。 
并 上 且 有 两 根 对 称 轴 ; 图 8.33(e) 所 示 贱 架 也 是 一 个 对 称 结构 3 其 对 称 轴 为 一 根 斜 向 轴 





一 组 是 对 称 荷载 





2) 荷载 的 对 称 性 
昌 图 8.34(a)] 都 可 分 解 为 两 组 : 
8. 34(c)]。 对 称 荷载 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 对 称 轴 两 








作用 在 对 称 结构 上 的 任何 荷载 【 


[图 8. 34(b)]， 另 一 组 是 反对 称 荷载 [ 
外 合 (作用 点 相对 应 、 数 值 相等 、 方 向 相同 ); 





图 8. 


反对 称 荷载 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 








边 的 荷载 彼此 重 
对 称 轴 两 边 的 荷载 正好 相反 (作用 点 相对 应 、 数 值 相等 、 方 向 相反 )。 

2. 取 对 称 的 基本 结构 

计算 超 静 定 结构 对 称 结构 时 ， 应 考虑 选择 对 称 的 基本 结构 进行 计算 ， 在 图 8. 34(a) 所 
示 的 三 次 超 静 定 刚 架 中 ， 可 沿 对 称 轴 上 梁 的 中 间 截 面 切 开 ， 则 得 到 一 个 对 称 的 基本 结构 
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Pla | Wy | 
对 称 轴 区 


| En | 

Eh Eh | 
加 中 人 
8.34 


[图 8. 35(a)]。 梁 的 截面 切口 两 侧 有 三 对 相互 作用 的 多 余 未 知 力 : 一 对 弯 矩 X 、 一 对 轴 力 

Xs 和 一 对 剪 力 X;， 其 中 X, 和 Xs 是 对 称 力 ，X 是 反 称 对 力 。 根 据 基本 结构 在 荷载 及 多 

余 未 知 力 Xl 、X。 和 Xs 共同 作用 下 在 切口 两 侧 截面 的 相对 转角 相对 水 平 线 位 移 和 相对 

坚 向 线 位 移 分 别 等 于 零 ， 建 立 力 法 方程 : NS 

unXI 十 fizX2 da oa 
| 








-|~ 


二 
2 














S21 XI 十 bzzX2 023 Xi (a) 


2 Oag V3 Asp =0 
Ly 











Ga X1 




















图 8.35 
绘 出 基本 结构 在 单位 多 余 未 知 力 下 的 单位 弯 矩 图 和 变形 图 ， 可 以 看 出 ， 对 称 的 多 余 未 
知 力 Xi 、X: 所 产生 的 弯 矩 图 M 图 [图 8.35(b)]、M 图 [图 8.35(c)] 及 变形 图 是 对 称 
的 ; 反对 称 的 多 余 未 知 力 X; 所 产生 的 弯 矩 图 M: 图 [图 8.35(d)] 和 变形 图 是 反对 称 的 。 


由 于 正 、 反 对 称 的 两 图 相 乘 时 恰好 正 负 抵 消 ， 使 结果 为 零 ， 因 而 可 知 副 系数 
0 一 0 一 0，0 一 9 一 0 























于 是 ， 力 法 方程 简化 为 








6nXI: 十 9oXz 十 Ap 一 0 
Sa Xi 十 bz Xz 十 Azp 一 0 (b) 
6sXs 十 As 一 0 
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由 式 (b) 可 以 看 出 ， 方 程 已 分 为 两 组 。 一 组 只 包含 对 称 的 多 余 未 知 力 ; 另 一 组 只 包含 


反对 称 的 多 余 未 知 力 。 这 就 使 原来 的 方程 组 分 解 为 两 个 独立 的 低 阶 方程 组 ， 虽 然 未 知 力 个 
数 并 未 减少 ， 但 解 两 个 低 阶 方程 组 比 解 原 方程 组 要 简单 得 多 。 


3， 荷载 分 组 


任何 荷载 都 可 分 解 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 两 部 分 。 如 果 将 作用 在 结构 上 的 荷载 
[图 8. 34(a)] 也 分 解 成 对 称 和 反对 称 两 种 情况 [图 8. 34(b)、(c)]， 则 计算 还 可 以 进一步 


得 到 简化 。 


在 允 
图 是 反 到 


称 荷载 作用 下 ， 基 本 结构 的 荷载 弯 矩 图 Ms 图 是 对 称 的 [图 8. 36(a)]。 由 于 M, 
称 的 [图 8. 35(d)]， 于 是 Ap 一 0， 将 其 代入 力 法 方程 式 (b) 的 第 三 式 ， 可 得 反对 





称 多 余 未 知 力 X* 一 0， 因 此 只 有 对 称 的 多 余 未 知 力 X 和 X。 [图 8. 36(b)]。 

















图 8.36 


在 反对 称 荷 载 作用 下 ， 基 本 结构 的 荷载 弯 矩 图 Mr 图 是 反对 称 的 [图 8. 36(c)]。 由 于 
AM 图 和 有 图 是 对 称 的 [图 8. 35(b)、(c)]， 于 是 A1p 二 0，Azp 二 0， 将 其 代入 力 法 方程 式 
(b) 的 前 两 式 ， 可 得 对 称 多 余 未 知 力 Xi 二 0、X; 二 0， 因 此 只 有 反对 称 的 多 余 未 知 力 Xs 
[图 8. 36(d)]。 


- 
在 ， 反 对 


综 上 所 述 得 出 如 下 结论 : 对 称 结构 在 对 称 荷 载 作 用 下 ， 只 有 对 称 的 多 余 未 知 力 存 


称 的 多 余 未 知 力 必 为 零 ， 结 构 的 内 力 (以 及 变形 ) 是 对 称 的 。 对 称 结构 在 反对 称 














荷载 作 


下 ， 只 有 反对 称 的 多 余 未 知 力 存在 ， 对 称 的 多 余 未 知 力 必 为 零 ， 结 构 的 内 力 





(以 及 变形 ) 是 反对 称 的 。 利 用 这 一 特性 可 以 简化 力 法 计算 ， 也 可 以 用 来 检验 计算 结果 的 


正确 性 。 





4. 取 半 边 结 构 计算 
根据 对 称 结构 在 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 作用 下 的 内 力 和 变形 特点 ,可 取 半 边 结构 计算 
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莫 证 8》 为 法 
对 称 结构 ， 例 如 ， 在 分 析 对 称 刚 染 时 ， 可 取 半 个 刚 架 来 进行 计算 ， 称 为 半 刚 架 法 。 下 面 就 
奇数 跨 和 偶数 跨 两 种 对 称 刚 架 加 以 说 明 。 

1D 奇数 路 对 称 刚 架 

a) 在 对 称 荷载 作用 下 的 半 刚 架 。 图 8. 37(a) 所 示 刚 架 ， 在 对 称 荷载 作用 下 ， 由 于 只 
产生 正 对 称 的 内 力 和 变形 ， 故 位 于 对 称 轴 上 的 蕉 面 C 处 不 可 能 产生 转角 和 水 平 线 位 移 ， 但 
可 能 产生 竖 向 线 位 移 。 同 时 ， 该 截面 上 只 有 对 称 的 多 余 未 知 力 (村 矩 和 轴 力 )， 而 反对 称 的 
多 余 未 知 力 (前 力 ) 应 为 零 。 因 此 ， 当 截取 半边 刚 架 计算 时 ， 在 截面 C 处 可 用 一 定向 支 座 来 
代替 原 有 的 约束 ， 从 而 得 到 如 图 8.37 | "| 
(b) 所 示 的 计算 简 图 。 -上 一 

中 在 反对 作用 下 的 呈 可， (| | 省 
图 8. 37(c) 所 示 刚 架 ， 在 反对 称 荷载 作用 | | 
下 , 由 于 只 产生 反对 称 的 内 力 和 变形 ， | 


故 位 于 对 称 轴 上 的 截面 C 处 不 可 能 产生 
坚 向 线 位 移 ， 但 可 有 水 平 线 位 移 和 转角 。 
同时 ， 该 截面 上 只 有 反对 称 的 多 余 未 知 
力 ( 剪 力 ) ， 而 对 称 多 余 未 知 力 ( 弯 矩 和 轴 
力 ) 应 为 零 。 因 此 ， 当 截取 半边 刚 架 计算 , 
时 ， 在 截面 C 处 可 用 坚 向 的 可 动 匀 支 座 
来 代替 原 有 的 约束 ， 人 得到 加 37 
(d) 所 示 的 计算 简 图 。 JI 

2) 偶数 跨 对 称 刚 架 : 

(1) 在 对 称 荷载 作用 下 的 半 刚 架 。 图 8.38(a) 所 示 岁 架 ， 在 对 称 ? 
产生 正 对 称 的 内 力 和 变形 ， 故 位 于 对 称 轴 上 的 截面 C 处 将 不 可 能 产 4 
了 杜 的 轴 向 变形 )。 同 时 ， 在 该 处 的 横梁 杆 端 有 弯 矩 、 轴 力 和 剪 力 存 











(b) _ 
， 图 8.37 








Pp 


(d) 


荷载 作用 下 ， 由 于 只 
任何 位 移 (因为 忽略 
在 。 因 此 ， 当 截取 半 





边 刚 架 计算 时 ,该 处 可 用 固定 支 座 来 代替 原 有 的 约束 ， 从 而 得 到 如 图 
简 图 。 





8.38 


8. 38(b) 所 示 的 计算 








171 





结交 学 实用 教 本 





























(2) 在 反对 称 荷载 作用 下 的 半 刚 架 。 图 8. 38(c) 所 示 刚 架 ， 在 反对 称 荷 载 作 用 下 ， 可 
将 其 中 间 柱 设想 为 由 两 根 惯性 矩 各 为 1/2 的 竖 柱 组 成 ， 它 们 分 别 在 对 称 轴 两 侧 与 横梁 刚 
结 ， 如 图 8. 38(e) 所 示 。 若 将 此 两 柱 中 间 的 横梁 切 开 ， 由 于 荷载 是 反对 称 的 ， 故 该 截面 上 
只 有 剪 力 存在 [图 8. 38(f)]。 当 不 考虑 轴 向 变形 时 ， 这 一 对 剪 力 Vc 对 其 他 各 杆 均 不 产 4 
内 力 ， 而 只 使 对 称 轴 两 侧 的 两 根 竖 柱 产 生 大 小 相等 性 质 相反 的 轴 力 。 由 于 原 有 中 间 柱 的 内 
力 是 两 根 竖 柱 的 内 力 之 和 ， 故 剪 力 Ve 对 原 结构 的 内 力 和 变形 都 无 影响 ， 于 是 可 将 其 略 去 
而 取 半 边 刚 架 计 算 ， 计 算 简 图 如 图 8. 38(d) 所 示 。 

【 例 8 - 8】 试 利用 对 称 性 ， 作 图 8. 39(a) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 ， 巨 [一 常数 。 








[2 























16kN/m 16kN/m 16kN/m 









X=1 
M(kN'm) 


(d) HA 全 XA (f) 
图 8.39\ 


解 ， (1) 对 和 性 分 从 

这 是 一 个 省 个 对 称 轴 的 二 次 超 静 定 刚 淋 ， 荷载 也 对 称 于 该 对 称 轴 ， 利 用 对 称 性 ， 可 
取 半 边 结 构 计 算 ， 如 图 8. 39(b) 所 示 。 
(2) 选择 基本 体系 。 
将 支 座 巨 的 支 杆 视 为 多 余 约 束 ， 将 其 去 掉 得 到 的 简 支 刚 架 作 基 本 结构 。 在 基本 结构 上 
:与 之 多 余 约束 对 应 的 多 余 未 知 力 Xi ， 保 留 原 有 荷载 ， 形 成 基本 体系 [图 8. 4(c)]。 
(3) 建立 力 法 方程 。 
根据 基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共 同 作用 下 ,在 支 座 已 处 沿 Xi 方向 的 竖 向 位 移 为 
零 的 变形 条 件 ， 建 立 力 法 方程 ; 





加 


二 


Su Xi+Aip=0 
(4) 求 系数 和 自由 项 。 

作 M 和 Mp 图 ， 见 图 8. 39(d)、(e)。 

利用 图 乘法 ,可 得 
































2 /1 RE 汐 罗 
5 一 曾 ( 去 X3X3X 二 X3) 一 吾 
1/1 3 162 
Aiy 再 (3X72X3x ixX3) EY 
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(5) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 

一 _Ap- 
和 一 一 下 一 9kN 

(6) 作 M 图 。 

先 作 半边 结构 的 M 图 ， 再 利用 对 称 性 作 原 结构 的 M 图 ， 见 图 8. 39(D) 。 


【 例 8 - 9】 试 利用 对 称 性 ， 计 算 图 8. 40(a) 所 示 刚 架 ， 巨 [一 常数 。 













































到 P2 
全 I 2 1 
(a) (b) AN\ (© 
\ . Ph4 
P2 了 主 Pl4 P4 | PIA Pn Ph/4 Phl2 ll Pr4 
| Phi4 Pd4 上 
+ 2 E 
i | | ) 1 出 架 蜂 害 
4 4 结构 
E 刚 架 M0 (A Pph 
A 2 4 
Wy “MM 图 ¥ 
全 (© ,WN XI (h) 


图 8.40 


解 : 这 是 一 个 三 次 超 静 定 对 称 刚 架 ， 荷 载 玉 是 非 对 称 荷 载 ， 利 用 结构 的 对 称 性 ， 把 荷 
载 分 解 为 对 称 与 反对 称 两 组 ， 分 别 如 图 8..40(b) (ce) 所 示 。 
图 8. 40Cb) 所 示 财 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ,AB 杆 自 相 平衡 ， 若 不 考虑 轴 向 变形 ， 
A、B 点 不 动 , 涂 结 构 上 无 弯 矩 ，M 二 0。 图 8. 40(c) 所 示 对 称 结构 在 反对 称 荷 载 作 用 下 有 
弯 矩 M 和 弯曲 变形 ， 可 取 半 边 结构 [图 8.40(d)] 计算 。 
图 8. 40(d) 所 示 的 半边 结构 仍 具有 对 称 性 ， 再 利用 对 称 性 将 其 分 解 为 对 称 荷载 与 反对 
称 荷 载 两 组 ， 分 别 如 图 8. 40(e) 、(f 所 示 。 同 理 ， 在 对 称 荷 载 作 用 下 半边 结构 无 弯 和 矩 ， 
M=0 [图 8.40(e)]; 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 有 弯 和 矩 M 和 弯曲 变形 ,可取 1/4 结构 
[图 8.41(g)] 计算 。 
/4 结构 是 一 静 定 结构 ， 其 弯 矩 图 可 由 静 力 平衡 方程 求 得 。 由 此 得 出 ， 原 结构 的 弯 矩 
图 如 图 8. 40Ch) 所 示 。 
































| 8. 6 温度 变化 和 支 座 移动 时 超 静 定 结构 的 计算 





对 于 静 定 结构 只 有 在 荷载 作用 下 才 会 产生 内 力 ， 在 非 荷 载 因素 作用 时 ， 结 构 不 产生 内 
力 。 而 超 静 定 结构 则 不 然 ， 只 要 存在 使 结构 产生 变形 的 因素 如 温度 改变 、 支 座 移动 、 材 料 
收缩 、 制 造 误差 等 ， 都 会 使 超 静 定 结 构 产 生 内 力 ， 这 是 超 静 定 结构 不 同 于 静 定 结构 的 一 个 
重要 特性 。 用 力 法 计算 超 静 定 结构 在 非 荷载 因素 作用 下 的 内 力 时 ， 其 原理 和 步骤 与 荷载 作 
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1. 温度 变化 时 超 静 定 结构 的 计算 


目 时 的 情况 基本 相同 。 下 面 将 分 别 讨论 温度 改变 和 支 座 移动 时 超 静 定 结构 的 计算 。 


图 8.41(a) 所 示 为 一 二 次 超 静 定 刚 架 。 设 各 杆 件 外 侧 温度 升 高 #3， 内 侧 温 度 升 高 2。 
去 掉 C 支 座 两 个 多 余 约 束 代 之 以 多 余 未 知 力 Xi 、X。， 得 基本 体系 如 图 8. 41(b) 所 示 。 





井 C 4 攻 
2 地 i B + 
和 


+ | 域 | 坦 | 地 
EF 常数 
基本 体系 
4 4 , /OO 
\K 
1 ANY 
(a) i ~ 风 


&4RAT 厂 


根据 基本 结构 在 多 余 未 知 力 X, 、Xz 以 及 温度 变化 的 共同 作用 下 ，C 点 位 移 应 与 原 结 


构 相 同 的 变形 条 件 ， 建 立 力 法 方程 : 
RSTHioTAv=oXN、 
Kk Gn Xi +62 Xz + Aw SO ~ 

式 (8- 10) 中 系数 的 物理 意义 和 计算 方法 均 与 








(8-14) 


; 载 作 用 下 的 力 法 典型 方程 中 的 系数 相同 。 


自由 项 A, 和 As 分 别 代 表 基本 结构 上 的 C 点 在 XY 和 Xs 方向 上 由 于 温度 变化 所 引起 的 位 


移 ， 它们 需 根据 温度 变化 引起 的 位 移 计算 公式 (7 -13) 计 算 ， 即 
A Ak 一 乙 ( 士 )atoAx 十 乙 ( 土 )a MAT 


因为 基本 结构 是 静 定 的 ， 温 度 变 化 并 不 产生 内 力 ， 故 最 后 弯 矩 图 只 由 多 余 未 知 力 所 引 





起 ， 即 
M=M, XI 十 MX 


【 例 8-10】 图 8. 42(a) 所 示 刚 架 各 杆 外 侧 温度 4 二 一 30'C ， 内 侧 温度 4 二 18'C， 试 给 
制 其 弯 矩 图 。 设 各 杆 EI 二 常数， 截面 对 称 于 形 心 轴 ， 截 面 高 度 为 4 三 1/10， 温 度 线 膨胀 系 





数 为 a。 
解 : (1) 选取 基本 体系 。 











(b) 所 示 。 
(2) 建立 力 法 方程 。 





形 条 件 ， 建立 力 法 方程 : 








Su X16 Xz tA =0 
Sa Xi 十 gz X2 十 Ax 一 0 
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1 于 结构 具有 对 称 性 ， 且 温度 变化 的 分 布 也 是 对 称 的 ， 故 选 对 称 的 基本 体系 如 图 8. 42 


根据 基本 结构 在 温度 变化 和 多 余 未 知 力 Xi 、X 共同 作用 下 截面 处 相对 位 移 为 零 的 变 














(3) 计算 系数 和 自由 项 计算 。 
绘 出 M 、M 和 六 图 ， 分 别 如 图 8. Re (d) 和 (e) 所 示 ，N 


轴线 温度 4 一 一 i 温差 w 一 18 一 汐 48'C 
其 系数 和 自由 项 计算 为 ?> 7、 SG 

,A _ 1T1NS 人 2 2 
De Em Xa- 
Ne 上 了 | 各 w =- 直 [5Dxlx2+lx20x1- 关 

















2 1r1 __Pe 
Ea 去 [XiXiX1]x2= 癌 


= (+)atoAs, +2(+)a NA, 








48 
过 
10 








XL:=492al 





8 (XLXLX2)=12al+a 


=aX6X1X21+axt > 


h 





=2 (+)atAs, +D(+)a OA, 


0 aX 坚 (1XLX2+1X20) 也 1920a 


10 








(4) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 
代入 数据 后 ， 方 程 为 : 


28 
3EI! -FX 十 492al 二 0 
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ns 


WN 





可 Xi+ 寺 xX; 2—1920a 二 0 


解 得 
28. 8Ela 
We 





x xX -LE 


(5) 作 M 图 。 

按 弯 和 矩 闫 加 公式 M= Mi Xi 十 MX 计算 各 杆 端 弯 矩 值 ， 最 后 的 M 图 如 图 8. 42(TD) 
所 示 。 

由 上 例 计算 可 知 ， 在 温度 变化 的 影响 下 ， 超 静 定 结构 的 内 力 与 各 杆 EI 的 绝对 值 有 关 。 
在 给 定 温度 条 件 下 ， 截 面 尺寸 越 大 ， 内 力 愈 大 。 这 是 与 荷载 作用 下 的 计算 所 不 同 的 。 

计算 结果 表明 ， 当 杆 件 截面 内 、 人 弯 矩 图 的 竖 标 出 现在 降温 面 一 侧 ， 使 
升温 面 产生 压 应 力 ， 降 温 面 产 生 拉 应 力 。 因 此 ， 在 钢筋 混凝土 结构 中 要 特别 注意 因 降温 可 
能 出 现 的 裂缝 。 《SA 

2. 支 座 移动 时 起 静 定 结构 的 计算 pA 


非 荷载 因素 的 另 一 种 情况 是 支 座 移动 。 超 静 定 结构 在 支 座 移动 时 的 内 力 计算 与 5 荷载 作 
用 或 温度 改变 时 的 计算 方法 基本 相同 ， 主要 区 别 在 于 力 法 方程 中 自 由 项 的 计算 以 及 右 端 项 
与 基本 体系 形式 有 关 。 下 面 举 例 说 明 。“， 忌 

图 8. 43(a) 所 示 刚 架 ， 设 其 支 座 巨 十 于 某 种 原因 产生 位 移 ， 向 右 移动 距离 a, 向 下 移 
动 b， 导 央 时 i 池 网 转动 ig 站 A 结构 时 ， 如 取 基 本 体系 (一 ) [图 8. 43(b)]， 根 据 基 


NK bq 















基本 体系 (二 ) 


(©) 





(©) 
图 8.43 
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法 





本 结构 在 多 余 未 知 力 X, 、X。、Xs 和 支 座 移动 共同 作用 下 应 与 原 结构 具有 相同 位 移 的 条 
件 ， 建 立 力 法 方程 : 








6u X16 Xs 十 9aXs 十 Ac 一 一 a 
Do XI 十 Bo Xa 十 am Xs +Azc =b (a) 
Ou Xi 十 Su Xa 十 ba Xs+Ac—=—g 
式 中 系数 与 外 因 无 关 ， A 右 端 负 号 表示 所 设 多 余 未 知 力 方向 与 位 
移 方向 相反 。 自 由 项 Aic、Axc 、Asc 分 别 代表 基本 结构 由 于 支 座 移动 在 去 掉 多 余 约 束 处 沿 
XI、Xs 、Xs 方向 的 位 移 ， 它们 可 按 求 欧 定 结构 因 支 座 移 动 引起 的 位 移 公 趟 (7 - 16) 计 
算 ， 即 




















Arc=—DR.C cr (b) 
因 支 座 A 处 无 位 移 ， 则 Aic 二 Asc 二 Asc 二 0。 KY 
若 取 基本 体系 (二 ) [图 8.43(c)]， 则 力 法 方程 为 。 《SN 
Su X1 tO XO Xs 十 Aic: a 和 
Gu Xi +6w Xs + 6 Xa =0 (oO 
Gu Xi +Ow Xs + 6 RA 9 


Aic [ La 上 xb a 
SSN- 























x6]= 了 3 (d) 








将 系数 和 自由 项 代入 万 寺 方 各， 可 解 得 多 余 过 知 访 Xi 、X。 和 X ， 并 接生 加 公式 ; 
DS M= WRENN (©) 





计算 最 后 厅 矩 

通过 以 上 分 析 ， 可 以 看 出 支 座 移 动 与 荷载 作用 相 比 ， 有 以 下 几 个 特点 ， 

(1) 由 式 (a) 和 式 (c) 可 以 看 出 ， 取 不 同 基 本 体系 时 ， 力 法 方程 的 形式 有 所 不 同 ， 方 程 
等 号 右边 可 以 不 为 零 ; 

(2) 由 力 法 方程 式 (a) 和 式 (c) 可 以 看 出 ， 自 由 项 是 基本 结构 由 支 座 移动 产生 的 ， 可 由 
静 定 结构 支 座 移动 的 位 移 公 式 计算 ; 

(3) 因 没有 荷载 作用 ， 所 以 内 力 全 部 由 多 余 未 知 力 引起 ， 见 式 (e) 。 

【 例 8-11】 图 8. 44(a) 所 示 一 端 固定 ,一 端 贸 支 单 跨 超 静 定 梁 ， 如 果 固 定 端 A 转动 
角度 p， 支 座 已 下 沉 c， 试 绘制 其 弯 矩 图 。 

解 : (1) 选择 基本 体系 。 

去 掉 支 座 的 转动 约束 ， 以 简 支 梁 作为 基本 结构 ， 以 支 座 A 的 反 力 偶 为 多 余 未 知 力 Xi， 
得 到 基本 体系 如 图 8. 44(b) 所 示 。 

(2) 建立 力 法 方程 。 

根据 基本 结构 在 多 余 未 知 力 X 和 支 座 移动 共同 作用 下 在 A 处 的 转角 为 g 的 条 件 ， 建 
立 力 法 方程 : 
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| 一 
(a) (b) 
X=1 A 有 
1 
器 加 

奈 图 、 玉 图 39op-9 M 图 

(0) (d) 
人 AAA 

图 8.44 a 

、 < \ 

(3) 计算 系数 与 自由 项 。 


相 据 单位 条 图 与 单位 力 引起 的 反 力 [图 SIG)] 计算 系数 与 自由 项 
NA 


MM 
H 


SS 
c= SR (xa 


TY yy 
(4) 解 力 法 方程 ， 求 多 余 未 知 力 。 


= 


Ll el 
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(5) 作 MM 图 。 

按 公式 M=M XI 计算 ， 最 后 M 图 如 图 8.44(d) 所 示 。 
现在 就 本 例 讨论 两 种 特殊 情形 。 

(1) 当 g=1, c=0 时 [图 8.45(a)]; 
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El 
式 中 ,i 二 型 称 为 线 刚度 。 
弯 矩 图 如 图 8. 45(b) 所 示 。 
(2) 当 g=0, c=1 时 [图 8.45(c)]; 
(一 3ET_ 3 
XE 


弯 抢 图 如 图 8. 45(d) 所 示 。 
从 以 上 计算 结果 可 知 ， 支 座 移动 时 超 静 定 结构 的 内 力也 是 与 刚度 的 绝对 值 有 关 。 这 一 
点 与 温度 改变 时 对 超 静 定 结构 的 影响 相同 ， A es 


| 8.7 起 前 定 结构 的 位 和 计算 


, 
为 了 校 核 超 静 定 结构 的 刚度 ， 就 必须 会 计算 超 殉 定 结构 的 位 移 。 对 于 超 静 定 结构 位 移 
计算 ， 仍 可 采用 第 7 章 所 述 的 单位 荷载 法 和 相关 计算 公式 来 进行 计算 。 
以 求 图 8. 46(a) 所 示 超 静 定 梁 跨 中 C 点 的 竖 间 位 移 Acv 为 例 ， 例 8 - 1 已 用 力 法 求 出 其 
MM 图 [图 8.46(b)]， 以 此 作为 结构 实际 状态 。 为 求 跨 中 C 点 的 竖 向 位 移 ， 可 在 跨 中 C 点 
加 单位 虚 荷 裁 王 一 1， 构 成 虚拟 状态 > 并 作出 其 砚 图 [图 846(e]， 然 后 将 三 图 与 M 图 
相 乘 即 可 求 得 Acv 。 但 是 ， 为 了 作出 厅 图 ， 又 震 要 解 特 一 个 三 :次 超 静 定 问题 ， 显 然 这 样 做 
是 比较 麻烦 的 。 。 ， 一 x 
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为 了 简化 计算 ， 位 移 计算 也 可 同 超 静 定 梁 内 力 计算 一 样 ， 利 用 基本 结构 进行 。 因 为 基本 
在 多 余 未 知 力 和 荷载 共同 作用 下 的 内 力 和 变形 与 原 结 构 是 完全 一 致 的 。 即 由 力 法 求 出 原 
的 多 余 未 知 力 后， 将 所 求 出 的 多 余 未 知 力 与 原 有 荷载 均 视 为 主动 力 ， 共 同 作用 于 基本 结 
图 8. 46(d)]， 此 基本 结构 的 位 移 即 为 原 结构 的 位 移 。 因 此 利用 这 一 特点 ， 求 超 静 定 结构 
移 ， 完 全 可 以 用 求 基 本 结构 的 位 移 来 代替 。 于 是 ， 虚 拟 状态 的 单位 力 就 可 以 加 在 基本 结 
由 于 基本 结构 是 静 定 的 ， 故 此 时 的 内 力图 仅 由 平衡 条 件 便 可 以 求 得 。 图 8. 46(a) 所 示 
定 梁 跨 中 C 点 的 竖 向 位 移 Arv 可 由 M 图 [图 8.46(b)] 与 M 图 [图 8.46(e)] 图 乘 求 得 
sv 一 南 [一 ( 稚 )X 各 x( 训 x)+ 弛 Xx 准 x 各 Xx( 吕 xX 车 )]X2=aE7 (4) 

由 于 超 静 定 结构 的 最 后 内 力图 并 不 因 所 取 基 本 结构 的 不 同 而 异 ， 也 就 是 说 ， 其 实际 内 
以 看 作 是 选取 任何 一 种 基本 结构 求 得 的 。 因 此 ， 在 求 位 移 时 ,也 可 任 选 一 种 基本 结构 
虚拟 状态 的 内 力 ， 通 常 可 选择 虚拟 内 力图 较 简单 的 基本 结构 :以 便 进 一 步 简 化 计算 。 


图 8. 46(D) 所 示 的 基本 结构 并 用 其 M 图 与 M 图 图 乘 人 省 果 ， 即 
ae 去 [( 答 Xx)x# x x x )] 5 

1 计算 可 知 ， 两 端 固定 的 超 静 定 梁 ， A 仅 是 简 支 梁 
大 归 向 位 移 的 1y5s 

上 所 述 ， 计算 超 各 定 结构 的 位 移 的 引 台 是 ， 
ee 求 出 最 后 的 内 力 ， 以 此 为 实际 状态 
(2) 任 选 一 种 基本 结构 ,- 沿 所 求 位 移 方 向 加 单位 力 ; 天 表册 庶 拟 状态 的 内 力 ; 
(3) 按 位 移 计算 公式 或 图 乘法 计算 所 求 位 移 Nx 
【 例 8- 12】 求 图 8. 17(a) 所 示 超 静 定 刚 架 点 的 水 平 位移 Apn，EI 二 常数 。 用 力 法 
出 友 图 加 碟 人 tb). v 和 | 






















































































E 


10kN/m 
6m 





Ral 





图 8.47 


180 


法 


解 : 取 基 本 结构 如 图 8. 47(c) 所 示 ， 在 其 卫 点 作用 单位 水 平 力 已 =1 , 求 得 Mi 图 
由 MM 图 [图 8.47(b)] 与 好 图 [图 8.47(c)] 图 乘 求 得 
2 X6) 一 二 X25. 71x6x( 工 X6) 一 全 x45X6x3] (~) 











3 2 3 3 
上 述 位 移 计算 尚 可 简化 。 忽 略 轴 向 变形 ， 则 Apn 二 Arn， 故 车 在 点 加 水 平 单位 力 P 二 1 


[图 8.47(d)]， 则 由 M 图 [图 8.47(b)] 与 MW 图 [图 8.47(d)] 图 乘 求 得 


三 X6) 一 去 X25. 71x6x( 加 x6)]= 3 (一) 


An 一 襄 [ 却 1 X86. 79x6X( 三 











Am= 十 [到 x4. 96x6x ( 


得 同样 结果 ， 但 计算 更 简单 。 


| _8. 8 超 静 定 结构 计算 的 校 纺 、 





在 超 静 定 结构 的 计算 过 程 中 ， 经 过 的 计算 步骤 和 数字 运算 较 多 ， 比较 容易 出 现 错误 ， 
而 作为 计算 成 果 的 最 后 内 力图 ， 是 结构 设计 的 依据 必须 保证 它 的 正确 性 。 因 此 ， 在 求 得 
内 力图 后 ， 应 该 进行 校 核 。 正确 的 内 力图 必须 回 时 满足 平衡 条 件 和 位 移 条 件 ， 因 而 校 核 也 
应 从 这 两 方面 进行 。 

现 举例 说 明 校 核 方 法 。 图 8. 48( 全 新 东 超 前 定 出 各， 内 力图 已 作出 ， 如 图 8.48(b)、 
(c)、(d) 所 示 。 ce XX、 xXI 
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1. 平衡 条 件 的 校 核 


超 静 定 结构 的 最 后 内 力图 应 完全 满足 静 力 平衡 条 件 ， 即 取 结 构 的 整体 或 任何 部 分 为 隔 
离 体 ， 其 受 力 均 应 满足 平衡 条 件 。 站 全 下 村 入 全 也 可 以 截取 结构 的 
某 一 部 分 ， 检查 它 是 否 满足 平衡 条 件 。 为 了 校 核 M 图 应 取 任 一 结 点 , 看 是 否 能 满足 力矩 
平衡 条 件 忆 M 二 0。 为 了 校 核 V、NN 图 ， 以 看 是 否 能 满足 光 X 二 
0，2>Y 二 0。 例 如 图 8. 48(e) 所 示 ， 取 结 点 与 结 点 DD 为 隔离 体 ， 有 

PMs=9—9=0 
EMp=22.5—22.5=0 





可 见 满足 平衡 条 件 。 
再 如 截取 柱 顶 以 上 杆 件 部 分 EDF [图 8.48(D]， 有 

乙 X 一 1. 5 一 1. 5 一 0 YA 
EY=16. 88+20.26—3X12—1.18<0 














可 见 也 满足 平衡 条 件 。 | 
2 变形 条 件 的 校 核 A 


仅 有 平衡 条 件 的 校 核 ， 还 不 能 保证 超 静 定 乡 和 宰 交 最 后 内 力图 是 一 定 正确 的 。 这 是 由 于 
最 后 内 力图 是 根据 力 法 方程 求 得 多 余 未 知 力 后 ;在 基本 结构 上 按 平衡 条 件 作 出 的 。 而 多 余 
未 知 力 是 否 正确 ， 则 不 能 由 平衡 条 件 反 上 出 来 ， 还 应 校 核 变形 条 件 。 

变形 条 件 校 核 的 一 般 做 法 是 :任意 选取 基本 结构 ， 任意 选取 一 个 多 余 未 知 力 X;， 然 
后 根据 最 后 的 内 力图 算出 沿 X; 方 向 的 位 移 A;， 并 检查 A 是 耕 与 原 结构 中 的 相应 位 移 相 等 。 
nS te 收 汉 般 校 核 最 后 磷 矩 图 是 否 满足 下 式 : 


aa- 了 品 ssoa (8—15) 


式 中 ， 为 基 结构 在 X, 二 1 作用 下 的 灾 失 图 ; M 为 原 超 静 定 结构 的 弯 和 矩 图 。 
例如 ， 图 8;48(b) 所 示 刚 架 的 最 后 弯 矩 图 M， 为 了 检查 DD 点 处 竖 向 位 移 Am 是否 为 
零 ， 可 取 图 8. 49 所 示 基 本 结构 ,在 D 点 沿 竖 向 加 单位 力 并 作出 M 图 ， 将 MM 图 与 M 图 相 
乘 , 得 
Am= 二 [ (去 x9x12x2)x2 二 (于 
6 可 见 满足 DD 点 竖 向 位 移 为 零 这 一 位 移 条 件 
此 外 ,还 需 验 算 B 点 水 平 多 余 未 知 力 
方向 的 位 移 条 件 [因为 图 8. 48(a) 是 两 次 超 
静 定 结构 ， 一 般 需 检查 两 个 位 移 条 件 ]。 如 
引 _ Asn 二 0 也 满足 ， 则 说 明 最 后 的 M 图 是 正 
确 的 。 
从 理论 上 讲 ， 对 于 一 个 nn 次 超 静 定 结 
构 ， 由 于 需要 利用 nn 个 位 移 条 件 才 能 求 出 n 
个 多 余 未 知 力 ， 故 做 变形 条 件 校 核 时 ， 也 
应 该 进行 nn 次。 不 过 通常 只 需 进行 少数 几 次 


| 














X22.5X12X4)X2 一 全 X54X12X3]= 

















校 核 即 已 足够 。 而 且 也 不 限于 在 原来 计算 时 所 用 的 基本 体系 上 进行 。 

对 于 具有 封闭 无 铵 框 格 的 刚 架 ， 可 利用 封闭 框 格 上 任 一 截面 处 的 相对 角 位 移 等 于 零 的 
条 件 来 校 核 。 例 如 ， 图 8. 50(a) 所 示 刚 架 为 一 封闭 式 刚 架 ， 其 最 后 弯 矩 图 如 图 8. 50(b) 所 
示 。 为 了 校 核 其 相对 角 位 移 A; 是 否 为 零 的 位 移 条 件 ， 可 取 图 8. 50(c) 所 示 基 本 结构 并 用 单 


位 弯 矩 图 M 图 与 M 图 相 乘 的 结果 进行 校 核 。 即 


























NTMM [1LM ,Am 
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式 中 ，Aw 为 刚 架 某 杆 件 最 后 弯 矩 图 面积 。 代 入 数值 进行 计算 ， 并 规定 在 封闭 框 外 侧 的 弯 
和 矩 取 正 值 ， 则 有 
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图 8.50 








1 上 可 知 ， 对 于 具有 封闭 框 格 的 刚 架 ， 校 核 其 M 图 的 正确 性 时 ， 可 按 下 述 条 件 判别 ， 
任何 封闭 框 格 各 杆 的 最 后 弯 矩 图 的 面积 除 以 相应 的 刚度 后 的 代数 和 应 等 于 零 。 
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本 章 小 结 


本 章 首先 介绍 了 力 法 的 基本 思想 : 以 多 余 约束 力 为 基本 未 知 量 ， 以 去 掉 多 余 约 束 后 得 
到 的 静 定 结构 作为 基本 结构 ， 利 用 基本 体系 在 荷载 和 多 余 约束 力 共同 作用 下 的 变形 条 件 建 
立 力 法 方程 ， 从 而 求解 多 余 示 知 力 。 求 得 多 余 约束 力 后 ， 超 静 定 问题 就 转化 为 静 定 问题 ， 
可 用 平衡 条 件 求解 所 有 未 知 力 。 
力 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 (确定 基本 未 知 量 选择 基 本 体系 ， 建 立 力 法 方程 ， 绘 
制 内 力图 ) 是 本 章 学 习 的 重点 。 
对 称 性 的 利用 可 简化 结构 的 计算 。 超 静 定 结构 的 位 移 计算 结 果 不 仅 可 以 直接 用 于 刚度 


183 

































































Gans 
的 校 核 ， 还 可 以 利用 变形 条 件 对 内 力 计算 结果 进行 校 核 。 

通过 力 法 的 求解 ， 可 得 出 超 静 定 结构 具有 以 下 特点 : 

(1) 在 荷载 作用 下 ， 超 静 定 结构 的 内 力 与 各 杆 的 相对 刚度 有 关 ; 

(2) 超 静 定 结构 在 温度 改变 、 支 座 移动 、 制 造 误差 等 因素 影响 下 ， 一 般 会 产生 内 力 和 
位 移 ; 

(3) 因为 超 静 定 结构 有 多 余 约束 ， 因 此 有 较 多 的 安全 储备 。 









































关键 术语 


超 静 定 结构 (statically indeterminate structure); 超 静 定 次 数 (degree of indetermina- 
cy); 多 余 未 知 力 (redundant unknown force) ; 基本 结构 (basic'structure); 基本 体系 
(basic system); 力 法 (force method); 力 法 的 基本 方程 (basic equation of force method); 
连续 梁 (continuous beam); 排 架 (bent); 两 铵 拱 (two <hinged arch); 对 称 (symmetry); 
反对 称 (antisymmetry) 。 | 


一 、 思 考题 本 XS 

1. 什么 是 超 静 定 结 机 的 是 条 证 次 数 : 休克 吉 构 的 超 静 定 次 数 ? 

2. 力 法 解 超 静 定 结构 的 思路 是 什么 ? 

3. 人 它们 在 计算 中 起 什么 作用 ? 能 否 采用 超 静 定 
结构 作 基 本 结构 ? 
4. 力 法 典型 方程 的 物理 意义 是 什么 ? 方程 中 每 一 系数 和 自由 顶 的 含义 是 什么 ? 怎样 


5. 试 从 物理 意义 上 说 明 ， 为 什么 力 法 方程 中 的 主 系 数 必 为 大 于 零 的 正 值 ， 而 副 系 数 
可 为 正 值 或 负 值 或 为 零 。 
6. 典型 方程 的 右 端 是 否 一 定 为 零 ? 在 什么 情况 下 不 为 零 ? 
7. 为 什么 静 定 结构 的 内 力 状态 与 ET 无关， 而 超 静 定 结构 的 内 力 状态 与 EI 有 关 ? 
8. 为 什么 在 荷载 作用 下 超 静 定 刚 架 的 内 力 状态 只 与 各 杆 ET 的 相对 值 有 关 ， 而 与 其 绝 
对 值 ( 真 值 ) 无 关 ? 
9. 试 比较 在 荷载 作用 下 用 力 法 计算 刚 架 、 术 架 、 排 架 、 组 合 结构 和 拱 的 异同 。 
10. 何谓 对 称 结构 ? 为 什么 利用 对 称 性 可 以 使 计算 得 到 简化 ? 
11. 利用 对 称 性 简化 结构 计算 有 哪 几 种 做 法 ? 
12. 结构 上 没有 荷载 就 没有 内 力 ， 这 个 结论 在 什么 情况 下 适用 ? 在 什么 情况 下 不 
适用 ? 
13. 用 力 法 计算 超 静 定 结构 时 ， 考 虑 温度 变化 、 支 座 移动 等 因素 的 影响 与 考虑 荷载 作 
的 影响 ， 所 建立 的 力 法 方程 有 何 异 同 ? 
14. 计算 超 静 定 结构 的 位 移 时 ， 为 什么 可 以 取 不 同 的 基本 结构 来 绘 出 邓 图 


184 













































































第 8 量力 法 


15. 计算 超 静 定 结构 时 ， 在 什么 情况 下 只 需 给 出 ET 的 相对 值 ， 在 什么 情况 下 需 给 出 











ET 的 绝对 值 ? 
二 、 填空 题 
1. 图 8.51 所 示 各 结构 的 超 静 定 次 数 分 别 是 : 〈a) 图 为 ; (b) 图 为 ; 
(co) 图 为 ; (d) 图 为 ; (e) 图 为 ; (f) 图 为 ; (g) 图 为 
; (h) 图 为 ; (iD 图 为 ; (j) 图 为 


(a) (b) 


(©) 





(©) (DD 


(h) 


ml 上 上 1 


图 8.51 


2. 力 法 方程 中 柔 度 系数 6; 代表 ， 自 由 项 An 








代表 





3. 力 法 方程 中 的 主 系数 的 符号 必 为 





， 副 系数 和 自由 项 的 符号 可 能 为 
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Sns um 
4. 图 8. 52 所 示 对 称 结构 的 杆 端 弯 矩 Ma 二 ， 侧 受 拉 。 
5. 图 8. 53 所 示 对 称 结构 在 水 平 荷载 作用 下 ，Mere 二 ， 侧 受 拉 。 











三 、 判 断 题 ,人 A 

1. 力 法 的 基本 方程 是 平衡 方程 。 ) \ 

2. 用 力 法 解 仅 在 荷载 作用 下 的 结 na 定 等 于 零 。 ) 
3. 在 温度 变化 与 支 座 移动 因素 作用 下 ， 静 定 与 超 静 定 结 eg: ) 
4. 在 荷载 作用 下 ， 超 静 定 结构 的 内 力 与 ET 的 绝对 值 大 小 有 关 。 ) 

5. 次 超 静 定 结构 ， 任 意 去 掉 个 多 余 约束 均 可 作为 力 法 基本 乡 .二 ) 
6. 图 8.54 所 示 梁 的 超 静 定 次 数 是 4。 MX 5 

7 图 8 55 所 未 结 构 的 超 定 次 烧 十 EE es 





图 8.55 





8. 图 8. 56(b) 所 示 结 构 可 作 图 8. 56 
(a) 所 示 结 构 的 基本 体系 。(  ) 

9. 在 力 法 计算 中 ， ti 
只 要 满足 平衡 条 件 即 可 。 ) 

10. 图 8. 57 所 示 身 A 可 
取 切 断 杆 件 2、4 后 的 体系 作为 基本 结 
构 。( ) 

11. 图 8. 58 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 
为 4。( ) 

















图 8.58 
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12. 图 8. 59 所 示 桩 架 各 杆 EA 相同 ， 在 所 示 荷 载 作 用 下 ， 求 得 BD 杆 内 力 为 零 。 ( 。 ) 
13. 图 8. 60(a) 所 示 对 称 刚 架 ， 在 对 称 荷载 作用 下 可 取 图 8. 60(b) 所 示 半 刚 架 来 计算 。 
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4— , WOH 025m 


9 图 8.61 
15. 图 8. 62(a) 所 示 结 构 的 M 图 形状 如 图 8.62(b) 廊 守 了 。 ) 
16. 图 8. 63 所 示 桐 架 当 下 弦 杆 温度 上 升 时 ， 中 段 下 弦 杆 受 拉 。 ( ) 





图 8.62 图 8.63 
17. 设 有 静 定 与 超 静 定 两 个 杆 件 结构 ， 二 者 除了 支承 情况 不 同 外 ， 其 余 情况 完全 相 


， 则 在 同样 的 荷载 作用 下 超 静 定 杆 件 的 变形 比 静 定 的 大 。(  ) 


18. 如 果 要 降低 超 静 定 结构 中 某 些 杆 的 弯 矩 ， 可 把 该 杆 的 惯性 矩 增 大 。(  ) 
四 、 选 择 题 
1. 力 法 方程 是 沿 基本 未 知 量 方向 的 ( 。 )。 











A. 力 的 平衡 方程 B. 位 移 为 零 方 程 

C. 位 移 协调 方程 D. 力 的 平衡 及 位 移 为 零 方 程 
2. 超 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 和 位 移 计算 中 ,各 杆 的 刚度 应 为 ( Ys 

A. 均 用 相对 值 




















B. 均 必须 用 绝对 值 
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C. 内 力 计算 用 绝对 值 ， 位 移 计 算 用 相对 值 

D, 内 力 计算 可 用 相对 值 ， 位 移 计算 须 用 绝对 值 
3. 图 8.64(a) 结 构 最 后 弯 矩 图 的 形状 为 (  )。 

A. 









































. 图 (b) B. 图 (c) C. 图 (d) D. 都 不 对 
P 
b 

El 

El 

2E1 ev 

12 12 
四 (b) 97, KS 四 
图 8.64 AN 
4. 图 8. 65 所 示 梁 用 力 法 计算 时 ， 较 简单 的 基本 体系 页 图 ( 。。 )。 








已 P g 
D. 
5. 图 8. 66 所 示 等 截面 梁 正确 的 M 图 是 图 ( )'s 
M 
和 
图 8.66 
站 D. 


A. B. 
M MI2 多 
ee 人 和 
M M 4 
到 3M12 


6. 图 8. 67 所 示 等 截面 梁 正 确 的 M 图 是 图 ( 。 )。 


| 
8.67 
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PI2 让 Pl2 
A. B. 
P14 
P12 PI2 
Pl2 Pl2 PI2 PI2 
C D. 
Pll4 Pl2 
7. 图 8. 68 所 示 结 构 正确 的 M 图 (EI 为 常数 ) 为 图 ( 。 )。 
P 


3P154 


~ NS 3P164 R- 
NAN 
A Pm WAX B. x Pl4 
Ir Wy 


3P1/128 * ,NX Me 
3 ”> x 以 3PN16 ~ 


Pl/32 a XX -一 
、 ,> 
心 js > > 1 
DN 
3P1/32 


8 图 8. 69 所 示 对 称 结构 ， 其 半边 结构 计算 简 图 为 图 ( 。 )。 
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3 
(=) 


9. 图 8.70 所 示 连 续 梁 的 正确 M 图 为 图 ( i 


Pp 
a | | 
2E1 2E1 K 信 
1 1 SN 


图 8.70 下 


‘A 八 P14 
A. P14 S B. P12 
P12 \ 


Pd4 a ee P14 
pli4 vv 个 
C. NB Pi2 
PI | 


A Vip/4 Pl4 


10. 图 8. 71 所 示 结 构 各 杆 ET、EA 值 均 相同 ， 上 横梁 弯 矩 最 大 者 为 图 ( js 


图 8.71 


五 、 计 算 题 
1. 用 力 法 计算 图 8. 72 所 示 超 静 定 梁 , 并 作 M、V 图 。 
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2 2 
(a) 四 


(9) dd 


图 8.72 2 
2， 用 力 法 计算 图 8. 73 所 示 刚 架 ， 并 作 M、V、N 图 KS 
|10kN 
g=10kN/m ' | 
EI 





@® VX 


1EN/m 





3m 


3m 


P=60kN 


4m 





图 8.73 











3. 用 力 法 计算 图 8. 74 所 示 刚 架 ， 作 M 图 。EI== 常 数 。 
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5. 用 力 法 计算 图 8.76 所 示 排 架 ;并 作 M 图 。 过 


© DN 





图 8.76 


6. 试用 力 法 计算 图 8.77 所 示 组 合 结构 中 各 链 杆 的 轴 力 ， 并 作出 横梁 的 M 图 。 已 知 横 
梁 EI 二 10':kN，m, 链 杆 的 EA 二 15X10!'kN。 


7. 试 计算 图 8.78 所 示 抛 物 线 两 铵 拱 中 的 拉杆 及 截面 天 的 内 力 。 =r dz), 
EI=5X10’kN . m’, EA=3.6X10°kN, EA,=2X10’kN, 


20kN/m 20kN/m 
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: 





8. 求 图 











9. 利 








10. 结构 的 温度 改变 如 图 8. 81 所 示 ，ET 一 常数 ， 截 面 对 
称 于 形 心 轴 ， 


(a) 作 MM 图 ; 


11. 图 8. 82 所 示 单 跨 梁 ,温度 改变 如 下 : 梁 上 边缘 温 
度 升 高 ， 下 上 边缘 温度 升 高 1:，4s 记 4， 作 MM 图 。EI 二 常 
数 。 线 膨胀 系数 为 a， 梁 截面 高 度 为 h。 





8. 79 所 示 等 截面 半圆 无 铵 拱 在 拱 项 受 集中 荷载 已 时 的 内 力 。ET 一 常数 。 
对 称 性 ， 计 算 图 8. 80 所 示 刚 架 的 M 图 。 


其 高 度 三 1/10， 材 料 的 线 膨胀 系数 为 a。 试 : 
(b) 求 杆 端 A 的 角 位 移 。 





EF 常数 
(©) 
10kN/m 





图 8.80 
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图 8. 81 图 8.82 
12, 作 图 8. 83 所 示 各 结构 在 已 知 支 座位 移 下 的 M 图 。 


gg 


大 El 记 El Bp 
ANNN 
| | 一 一 一 
(a) / ~ ) 
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图 8.83 
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